Jorg MEYER, Hameln 18. 4. 2025
Einige Eigenschaften der rechtwinkligen Hyperbel zu y=1/x

1
Der Graph zu y=— ist von antiproportionalen Zuordnungen bekannt. Da diese Kurve die erste (und
X

mitunter auch die einzige) Bekanntschaft mit einer Hyperbel ist, liegt es nahe, die wesentlichen
Eigenschaften anhand dieser Kurve auf elementare Weise zu gewinnen und sie nicht als Spezialfall
allgemeiner (ohnehin nicht mehr bekannter) Kegelschnitt-Eigenschaften aufzufassen.

Die dargestellten Sachverhalte eignen sich auch als Aufgaben fiir den Schulunterricht, ohne dass man
das Thema in der hier dargestellten Reihenfolge unterrichten musste.

Die Vorgehensweise ist i.w. analytisch, um die vorgegebene Koordinatisierung auszuniitzen.
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Zwei Resultate der Vektor-Geometrie vorab
1

Auch wenn das untersuchte Objekt (die Hyperbel mit der Gleichung y == nur ein Spezialfall eines
X

allgemeinen Kegelschnitts ist, ist es dennoch in manchen Fallen einfacher, die
Untersuchungsmethode mitunter allgemeiner zu halten.

Der Abstand eines Punktes Q zu einer Geraden f: X(t)=A+t-R in

Parameterform bzw. X-N=A-N in Normalenform ergibt sich wie folgt:

DN
Mit ist d(Q, f)=d(Q, L)=|D|-|cos(D, N, also|d(Q, f):% ,
Fur den LotfuBpunkt L=A+A-R gilt
|A|-|=|L—A|=l-|R|=|D|-cos(R,D):TTD,also L=A+¥-R :
R

Ahnlichkeit
k 1

Fir k>0 geht der Graph zu y=— aus dem Graphen zu y=— durch Streckung in y-Richtung oder
X X

durch zentrische Streckung vom Ursprung aus mit dem Streckfaktor Jk hervor. Beide Kurven sind
daher dhnlich zueinander. Hier wird nur der Fall k=1 betrachtet.

Eine andere Standardform und mehrere Konstruktionen
Ersetzt manin x-y =1 die Variable x durch u+v und die Variable y durch u—v, bekommt man

2 2 . . 1/cosc . . .
u” —v” =1 mit dem allgemeinen Punkt H(c)= . , der zu einer einfachen Konstruktion fihrt:
anc

y Um den Ursprung O wird mit dem Radius 1 ein Kreis

1 1
B H geschlagen; dann ist Az[ ] Es sei Bz( ) ein
0 tanc

beliebiger Punkt auf der Tangente zu A. Der Kreis um O

mit dem Radius OB=
X coso

1/cosc ) 1/cosc
C= 0 .Dannist H= .

tanc

schneidet die x-Achse in

Auf eine dhnliche Konstruktion kommt man, wenn man

2 2

xz—yzza umformt zu a2+y2:x .

a 0
Der Punkt A:[OJ sei fest und Y:[

variabel sowie x
y

der Abstand zwischen A und Y.
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Eine Konstruktion mit Hilfe eines Kreises geht so:

y

Pt
%

u
Q:[ j bewege sich auf dem Kreis um den
\)

Ursprung mit dem Radius r.
Die Tangente in Q schneidet die x-Achse in

0

in R zur x-Achse mit der Verbindungsgeraden
von Q und Westpol des Kreises ist

2
r X .
Hzi-( j:[ ] Dann ist u:r— und v=u.
ulv y X X

Aus u? +v? =r? folgt somit

2 +y? =x2.

2
R:[r /uj . Der Schnittpunkt der Senkrechten

Beide Formen (x-y=1 und x*> —y? =1) gehen durch eine Drehstreckung auseinander hervor. Im

Folgenden wird die Hyperbel meistens durch x-y =1 beschrieben; in einigen wenigen Fallen durch

a
Der Umkreis von A=
1/a
atb+c+
a-b-c
X_
2

b

"1/

y_

11
a b c

Ist ABC ein der Hyperbel einbeschriebenes

. _ a b c
Dreieck mit A= ,B= ,C= )
(1/3} (1/b] (1/c]

so ist H:L—l/(a-b-c)j der

—a-b-c
Hohenschnittpunkt von ABC, denn BC hat die

-1
Steigung b_ und HA die Steigung b-c. HA ist
-C

also Hohe.
Insbesondere liegt auch H auf der Hyperbel.

], C:[lj ] hat (mit CAS-Hilfe) die Gleichung
c

2

f+7+1+a-b-c (az-b2+1)-(b2-c2+1)-(c2-az+1)

2

- 7

4.a%.p? .2
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1
schneidet man ihn mit der Hyperbel zu y=—,
X

bekommt man die Schnittgleichung
(x—a)-(x—b)-(x—c)-(a-b-c-x—-1)=0.

Da H=(_1/(a'b'c)

—-a-b
von ABC ist, liegt nicht H auf dem Umkreis,
sondern sein Bild bei Spiegelung am Ursprung.

-C

Brennpunkte

1
Die Koordinatenachsen sind Asymptoten, undA=£J und A'=[

J der Hohenschnittpunkt

-1

J sind zwei Kurvenpunkte, durch

die die (in der folgenden Graphik fette) Symmetrieachse verlauft.

Die Tangente in A schneidet die
2 0
Koordinatenachsen in [0} und (ZJ

2
Der Kreis um den Ursprung durch (Oj

0
und (ZJ schneidet die Achse im

Brennpunkt

konstruiert man den zweiten Brennpunkt

)

. Analog

<

Die Bedeutung der Brennpunkte wird im folgenden Abschnitt erlautert.
Man bekommt die Brennpunkte auch auf allgemeinere Art:

y

X'

t
Die Tangente in H= schneidet die x-
1/t
2-t
Achse in X:[ 0 J und die y-Achse in

0
Y:(Z/J . Spiegelt man X und Y an der 2.

Winkelhalbierenden, bekommt man X‘ und Y’.
Wegen |0X|-|OY'|=|0X|-|0Y|=|0X|-|OY] liegen
(nach der Umkehrung des Sehnensatzes) X, Y,
X, Y* auf einem Kreis, dessen Mittelpunkt M aus
Symmetriegriinden auf der 2.
Winkelhalbierenden liegt.

Dieser Kreis schneidet die 1. Winkelhalbierende in F und F, und nach dem Sehnensatz ist
|OF|-|OF'|=|0X|-|0Y|=|0X|-|0Y| =4, also handelt es sich um die beiden Brennpunkte.
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Punktabstiande
t
Es ist |AF'|—|AF|:(2+\/5)—(2—\/§):2-\/5. Gilt das auch fiir andere Kurvenpunkte H:[l/t) iml.

Quadranten? Es ist

|HF|2 :{1;::/\5/sz =t2—2-ﬁ-t+2+%—¥+2:(t+%jz—Z-ﬁ-(t+%j+2=((t+%j—\/§j2

|HF'|2 =( t+2 Jz =t2+2-\/§-t+2+i2+2'\/5+2=[t+%j2+2«/§-(t+%}+2=((t+%)+\/§j2

1/t+2 t t
1 y

Im |. Quadranten ist (t+¥j—\/§>0.

In der Graphik haben demnach die fetten
Strecken gleiche Lange. '
Somit ist dort

1 1 |

|HF'|—|HF|=((t+¥}r\/§j—{(t+¥j—ﬁjzz-\/§ |

Analog ist im lll. Quadranten |HF|—|HF'|:2-\/5,

zusammen also ||HF|—|HF|=+2-+/2]. 0 f ey

Fiir das Produkt gilt ||HF||HF| :|OH|2 mit O als Ursprung.

Leitkreise

Man kann die Eigenschaft
[HFY|~|HF|=2-+/2 furHim1.
Quadranten auch schreiben als
[HF| =[HF'|~2-+/2, d.h. der
Abstand von H zu F ist so gro® wie
der Abstand von H zum Leitkreis

um F' mit dem Radius 2-+/2 .

Dies liefert eine einfache
Konstruktion der Kurve: K wandere
auf dem Leitkreis. Dann ist H der
Schnittpunkt von GK mit der
Mittelsenkrechten zu K und F.

Man bekommt so auch den
anderen Hyperbelast, bei dem ein
Punkt H den gleichen Abstand zu F
wie zum Kreis hat, wenn man
unter ,Abstand zum Kreis” nicht
den minimalen, sondern den
maximalen Abstand versteht.

Die Mittelsenkrechten zu F und Kreispunkt sind offenbar jeweils die Tangenten an die Kurve, denn
ein anderer Punkt auf der Mittelsenkrechten hat zwar den gleichen Abstand zu F wie zu K, aber nicht
mehr den gleichen Abstand zum Leitkreis.

Die Tangente halbiert als Mittelsenkrechte den Winkel F'HF.
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Spiegelung

Ein von F kommender Lichtstrahl treffe von links auf die
Kurve, und zwar im Punkt H im |. Quadranten. Er wird an der
Tangente zu H reflektiert. In der Graphik wurde wegen der
Ubersichtlichkeit der Leitkreis weggelassen. Da das Dreieck
KFH gleichschenklig ist, haben der blaue und der rote Winkel
gleiche GrolRe. Der griine Winkel ist Scheitelwinkel zum roten.
Daher wird der von G kommende Lichtstrahl so reflektiert, als
kdame er nach der Reflexion von F.

Damit wirkt die Reflexion an der Kurve so, dass
die von F* ausgehenden Lichtstrahlen nach der
Reflexion alle von F zu kommen scheinen.

F

Eine Anwendung ist das CASSEGRAIN-Teleskop, bei dem die Hyperbel gar nicht rechtwinklig zu sein
braucht:

Von links kommende achsenparallele Strahlen
treffen auf die Parabel (mit Brennpunkt F‘). Nach
der Reflexion an der Parabel treffen sie auf die
Hyperbel (mit den Brennpunkten F* und F). Sie
werden dort so reflektiert, dass sie anschlieRend
durch F gehen. Das Bild in F kann mit einer Lupe
besichtigt werden.

Zweikreis-Beriihrung
Man kann die Eigenschaft |HF'|—|HF|:2-\/§ fir H im 1. Quadranten auch schreiben als

|HF‘|—(r+2-\/§)=|HF|—r, d.h. der Kreis um H mit dem Radius |HF|—r beriihrt den Kreis um F mit

Radius r und den Kreis um F‘ mit Radius r+2-«/§; dabei ist r beliebig:
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Der rechte Hyperbel-Ast besteht aus allen Mittelpunkten von Kreisen, die den Kreis um F und den
Kreis um F* von auRRen berihren.

Fir Punkte H auf dem linken Hyperbel-Ast ist |HF'|+r+2-\/§=|HF|+r, der Kreis um H mit Radius

[HF|+r beriihrt ebenfalls die Kreise um F* und F.
Tangenten und Sehnen

t
Die Tangente im Punkt P :(1/J mit der

Gleichung y=_—21-x+E schneidet die x-Achse in .
t t

2.t _ _ 0 \

X= und die y-Achse in Y= . ! p '

0 2/t \% !

1 ' /
Dann ist PX=PY=PO= ’tz += mit O als ;
t N ’

Ursprung. .
Mit dieser Kenntnis lasst sich die Tangente U
einfach konstruieren. 77777 X

Projiziert man den Hyperbelpunkt P senkrecht auf die Achsen, so ist UV zur Tangente parallel.
a b -x 1 1
Die Sehne durch A= , B= hat die Gleichung y=——+—+—. Sie schneidet die y-Achse
1/a 1/b a-b a b
0 2
. . . a+b . 2 a 2
in Y=| 1 1 | unddiex-Achse in Xz( 0 J Dann ist |AY| =( 1/bj =[BX|".

_+_
a b
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y
y

KX% "

Insbesondere lasst sich die gesamte Hyperbel aus einem einzigen Punkt und den beiden Asymptoten
konstruieren.

Weiteres zu Sehnen

y
' Es seien P:( P ],Q:[ P j,R:[ ' J
1/p -1/p 1/r

Dann gilt mgp =—r-p; mgq =r-p,
P also

R Mgp = ~MRQq

X was zu den eingetragenen Winkel-
Gleichheiten fiihrt.

Q R’ ist ein anderer Punkt auf der Hyperbel, der

auf der anderen Seite von QP liegt.

Konjugation
Das Steigungspaar (m, -m) tritt auch an anderer Stelle auf:

t
Die Gerade durch H(t) Z(l/t] mit der Steigung m schneidet die Hyperbel wieder in
- -1/(m-t
H(_lH / j
m-t -m-t

Der Mittelpunkt beider Hyperbelpunkte ist

-1
H(t)+H| —
() (m-t]_m-t—l/t 1/m
2 2 -1 )
Die Mittelpunkte fiir verschiedene Werte von t liegen somit auf einer Geraden durch den Ursprung
mit der Steigung -m.
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Die beiden Steigungen (bzw. zwei zugehorige Geraden) heilen zueinander konjugiert.
Insbesondere sind die Winkelhalbierenden zweier zueinander konjugierter Geraden zu den

t
Asymptoten parallel. Die Gerade durch den Ursprung O und den Hyperbelpunkt Hz(l/t} hat die

1
Steigung = sie ist zur Tangente in H konjugiert.
t

y Xy a
Eine beliebige Gerade mit —+E=1 schneidet die Achsen in X= 0
a
Y . 0 . .
undin Y= bl Darauf liegen S und S so, dass OS und OS‘ zueinander
S konjugiert sind. OS habe die Steigung m und OS’ die Steigung -m.
X ) 1 .
X Dannist S= ab . = b X+ am Y
O a-m+b \m/ a-m+b a-m+b
. 1 .
und s'=— 2P0 b oEm
—-a-m+b \-m) —-a-m+b —a-m+b
S' S und S* teilen demnach die Strecke YX harmonisch.
Harmonische Verhaltnisse
. . . . . . . v-X+u-Y
Die Strecke XY wird durch J im Verhaltnis u:v innen durch J geteilt. Dann ist J=—.
u+v
AV Au
» Au ol o v . » u oV o AV .
A X J Y X J Y A
Man kann die Strecke XY auch auRen im Verhéltnis u:v teilen.
A-u-Y+(A-v=A-u)-A X—-u-Y
Dann ist links X= . ( v u) , also Azu.
AV v—u
hou=N-v)-A+A-v-X Y_vy-
Rechts ist Y:( Y V) v , also ebenfalls Azw.
A-U u-v

Zum Mittelpunkt einer Strecke gibt es keinen dufReren Teilungspunkt.
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Die Konstruktion der Teilpunkte ergibt sich
aus der Graphik mit Hilfe der Strahlensatze.

Harmonische Verhaltnisse hat man insbesondere bei der Kreisinversion:
K

X z i) Y A
Wir haben einen Kreis Gber XY mit dem Radius r und dem Mittelpunkt Z. Aufgrund des

Kathetensatzes gilt in der Graphik |ZK|2 =|r? =|2J|-|zA|| . Dann teilen J und A die Strecke XY

harmonisch wegen der Aquivalenzkette
Pl _[xal - [z rejzal

= < = S rfzA-r® +[2)|-[zA|-r- [z =r? +r-|zA|-r-[2)|-[2)]-|zA] -
Y| |AY| r—[z]  [zA|-r

Weiteres zu Tangenten
y

t
Die Tangente in Hz[ ) schneidet die

1/t

2-t
Koordinatenachsen in X:( 0 j und

0
Y= . Analoges gilt fir H'= ° .
2/t 1/s

Esist also OX-0Y =0X"0Y".
YX“und Y’X und H’H haben alle die Steigung

-1
— und sind somit zueinander parallel.
s-t

X' X

1
Die Scheiteltangente in A‘=( J hat die Gleichung x+y =-2; die Scheiteltangente in A:(l] hat

t
die Gleichung x+y=2. Die Tangente in H:(l/tj hat die Gleichung X+ t2 y=2-t.
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y Sie schneidet die Tangente in A’ im

2 —t .
Punkt U'=——- mit
U t-1 (1

t+1

|U'A'|=\/§ ——| und die Tangente

t
x in Aim Punkt U:i- mit
t+1 (1

t-1

Te+a|

Damit ist stets |U'A'|-|UA|=2
Das Produkt der beiden fetten
Strecken ist stets 2.

A=

In der Graphik links wurde das Koordinatensystem
weggelassen, und die Symmetrieachsen sind
strichliert. Die Tangente im Hyperbelpunkt

t —
H= hat die Gleichung y=—X+z und
1/t t2 t

schneidet die Neben-Symmetrieachse in
2.t (-1 .
T= . , und das Lot von H auf diese
-1 (1

. t2-1(1 ' 1 1
Achse ist L= . .Mit A= ,A'=
2-t -1 1 -1

2-t
und S=—— hat man die Steigungen
" -1

s—-1
My =——, alsoist [TA LAL, TA' LA'L].
s+1

Normalen

t 1
In H:[l/tj wird die Normale mit der Gleichung y =t -(x—t)+¥ errichtet.
Diese schneidet die Haupt-Symmetrieachse mit y=x in

[ j und die Neben-Symmetrieachse mit y=—x in
1/t ,
t—— .Dannist N—H= ¢ =H-N', also |HN|:|HN |
2

+1
Das Lot L—
2-t

{J von H auf die Haupt-Symmetrieachse mit

O
/8
SN
, .
.

2
-1(1
y =x halbiert die Strecke ON. Das Lot L'= t2 . [ J von H auf die

Neben-Symmetrieachse mit y =—x halbiert die Strecke ON’.
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t
Es sei H der Hyperbelpunkt H:(l/tj .

. Die Tangente in H schneidet FFinT= tz\/z { ]

Die Normale in H schneidet F'F in N:t +1-[ J

F

2 2 2
t- 2+(t +1) —\/E-t+(t +1) ' £l 11 t-ﬁ—(t +1)
-F+ ‘F' und N= ‘F+

2-(t2+1) z.(t2+1) 2.t42 2.t2

und N die Strecke F'F harmonisch.

-F' teilenT

Wegen T=

Ein synthetischer Weg zu den Leitlinien

Ein synthetischer Weg? zur Leitlinie ist der

folgende:

Ausgangspunkt ist der (fette) Leitkreis um F’ mit H

Radius 2-\/5. Zum Kreis-Punkt K gehort der
Hyperbel-Punkt H. Von der Hyperbel ist rechts
nur der rechte Ast eingezeichnet.

K 22 1

FFR 22 2

Dannist A=

!

Mit dem Koordinaten-Ursprung O ist |F'O| =2
und deshalb

L T S S
R N2 242 K .
Die Dreiecke F'FK und F’KO sind daher dhnlich
zueinander.
Gleichfarbige Winkel haben gleiche GrolRRe.

1ldee: H. G. Zeuthen (1882): Grundriss einer elementar-geometrischen Kegelchnittslehre. Leipzig: Teubner, S.
321.
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Wegen |HK| =|HF| haben die griinen Winkel H

gleiche Grof3e, und es ist rot+griin=180°.
Nun sei HL zur Hauptachse der Hyperbel
parallel und L auf KO.

Die Winkel Giber HK ergédnzen sich zu 180°, also F
liegen H, K, F, L auf einem Kreis.

Dann sind Gber HF die Winkel bei K und bei L

von gleicher GroRe.

Im Dreieck OFL hat der Winkel bei O die GroRRe

180° —rot =griin, und der Winkel bei F hat die

GréRe 180°—(rot—griin)—(griin)=griin, 0
daher ist das Dreieck OFL gleichschenklig, und
die Lotgerade durch L zu OF Mittelsenkrechte
zu OF.
FV
Ry HY POl . .
Weiterhin ist — =+—="—— =X . Da HL nach Konstruktion zur Hauptachse F’'F parallel ist, ist HL
HF|  |HK| [F'K]

senkrecht zur erwahnten Mittelsenkrechten. Diese heiRt Leitlinie und hat die Eigenschaft, dass fiir

alle Hyperbelpunkte H der Abstand zwischen H und F genau 2 -mal so groR ist wie der Abstand
zwischen H und der Leitlinie.

Die Mittelsenkrechte zu O:[OJ und F= ﬁ hat die Gleichung X-(ljz \/5/2 -[1]=\/§ in
0 2 1) (J2/2) 1

0
Normalenform bzw. x+y=\/§. Sie schneidet die x-Achse in Xz[ﬁJ und die y-Achse in Yz[ j
0

2

Es gibt die zu F gehorige Leitlinie f und die zu F*
gehorige Leitlinie f'.

0
Die Leitlinien sind die Geraden durch [\EJ, ( J
0

2
) 0
bzw. durch [ 0 J, [—\/EJ
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Der analytische Weg zu den Leitlinien
y

Die zu F gehorige Leitlinie enthalt den Punkt L als Lot
von H auf diese Leitlinie.

1
mrH:LJBHOW:JZ

OF| =2,

OL|=1 und daher

|HH=2—V6l"mlHq=v5—1,wasu1L—LzJEfuhn.

[H

1
Der Abstand von H:(lj zu Fist +/2 -mal so grold wie

HF
L

. der Abstand von H zur (zu F gehdrigen) Leitlinie.
S ' » X Dies gilt auch fiir andere Hyperbelpunkte:

t 1
Der Abstand von H:(l/tj im |. Quadranten zu Fzﬁ-[J wurde oben berechnet zu

J2+t-=
1 1
|HF|:[t+¥j—\/§. Der Lotpunkt von H auf die Leitlinie mit x +y=+/2 ist L==- U Dann ist

2 <J5—t+%
2t d
oLt t|_lHH,

' 1
2 —\/E+t+¥ 2
werden analog behandelt. Damit gilt allgemein fir alle Hyperbelpunkte:

Der Abstand von H(t) zu Fist \/2 -mal so groR

wie der Abstand von H(t) zur (zu F gehérigen)
Leitlinie:

1 o |HF| :
1]’ also tatsachlich |HL|=T-\/E. Hyperbelpunkte im Ill. Quadranten

dist(H, F) =2 -dist(H, f)

(Fur Parabel-Punkte ist deren Abstand zum
Brennpunkt genau so groR wie deren Abstand
zur Leitlinie.)
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Leitlinien-Harmonie
Die Leitlinien haben die Gleichungen

f:x+y=«/§ und f':x+y=—\/§. Sie treffen die

A

Symmetrieachse durch F und Fin G=—-

und G-zﬁ.ﬁ.
2 -1
A"l |A'F ,
Dann gilt ——="—; A’A wird also durch G und
|GA|  |FA

F harmonisch geteilt.

Eine weitere Eigenschaft der Leitlinien
y

Polaren

c
Die Tangente im Punkt C=
1/c

D

u
Diese Gerade heilt Polare zu P :( J . Umgekehrt
v

2

1
( ] . Geraden mit n=0 haben keinen Pol.
n {—m

hat die Gleichung y=_—;(+z .

G

Es sei H:[ljtj ein Hyperbelpunkt.
Die Sehne durch H und den Brennpunkt F trifft
die Hyperbel wieder in H'=[ ° ] mit
1/s
s=—t_\/E
ta2-1

. . 2
einanderin S=——.
t+s

. Die Tangenten in H und in H’ treffen

(S o=

S liegt daher auf der Leitlinie zu F.

C Cc

Vom Punkt |P aus lassen sich zwei

8

Tangenten legen; die Berlihrpunkte

. C d
seien C= und D= .
(mJ (wJ

Da P auf jeder der Tangenten liegt, gilt

—-u 2 -u 2
v=—+—und v=—+— bzw.
o« ¢ d

v-c+E=2 und v-d+§=2 , d.h. die
c
Punkte C und D liegen auf der Geraden

gehort zur Geraden mit y=m-x+n der Pol

15
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u . . 2 . .
Der Punkt P:[ ] auf einer Asymptote hat als Polarengleichung y=—, also eine Parallele zur dieser
u
u
Asymptote. Der Hyperbelpunkt (1/ J liegt genau zwischen P und dessen Polare.
u

0 2
Der Punkt Pz[ j auf einer Asymptote hat x=— als Polarengleichung, also eine Parallele zu dieser
v v

1/v
Asymptote. Der Hyperbelpunkt [ / j liegt genau zwischen P und dessen Polare.
v

. u . . X 2 .
Liegt P= auf der Kurve, hat die Polare die Form —+u-y=2 bzw. y:—i+—; es handelt sich
1/u u @2 ou

somit um die Tangente in P.

Der Lotpunkt des Ursprungs auf

die Polare von P ist L
2 v
L= 5 [ j Der Abstand von
u“+v° \u

L zum Ursprung ist

|OL|: 2 -\/u2+v2 :L,

u? +v2 lop

also ist ||OL|-|OP|=2|. p
O

Es gilt der Ubliche Pol-Polaren-Mechanismus:
Wandert P auf einer Geraden g, so dreht sich die
Polare zu P um einen Punkt Q, und q ist die
Polare zu Q.

Damit gibt es Polaren auch fir Punkte innerhalb
der Hyperbel.

Die Polare des Brennpunkts F:[
2

2
J ergibt sich zu x+y =\/E, und diese Gerade ist die (zu F

gehorige) Leitlinie.
Konstruktion der Polaren

u 2/v
Die Polare zu Pz( J mit der Gleichung v-x+u-y=2 schneidet die x-Achse in Uz( é ] und die y-
v

0
Achse in V= .
2/u
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y

u
Die Gerade j: y=v durch P:( J schneidet

v
die Polare p: v-x+u-y=2 zuPin
2/v—u ) ) 1/v
J= und die Hyperbel in K= .
v v

J+P
Esist — =K.
2

u
Die Gerade i: x=u durch P:( j schneidet die

Vv

u
Polare p: v-x+u-y=2 zuPin I=
2/u—v

i ) u _1+P
und die Hyperbel in L= .Esist —=L.
1/u 2

Dies liefert eine weitere Moglichkeit, die Polare zu P zu konstruieren: Man ermittle K und L und
spiegele P an diesen beiden Punkten?.

Pol-Polaren-

Harmonie

Eine beliebige
Gerade durch den
Punkt P schneidet
dessen Polare in Q
und die Hyperbel in
H und H".

Man kann
nachrechnen, dass
PH |PH|

— =i 8L,
Hal "]

d.h. die Strecke H'H

wird durch P und Q
harmonisch geteilt.

Die Brennpunkt-Leitlinien-Eigenschaft liefert andere Konstruktionen
Gesucht sind alle Punkte K, deren

Abstande zum Brennpunkt F und

zur Leitgeraden f in einem

konstanten Verhaltnis A stehen.

Eine veranderliche Gerade durch F C
schneide die Leitgerade in S. K sei

ein (noch festzulegender) Punkt 4
auf der veranderlichen Geraden

FS. Cund E seien die Lotpunkte

von F und K auf f. P

KF . KE FC FK KE . . .
Es soll —=A sein. Wegen cosc=—=— muss — =A-—=A-cosc sein. Man teile also die
KE KS FS KS KS

Jes]
v

A-COS
Strecke FS im Verhaltnis °

(es gibt einen inneren Teilpunkt K und einen duReren Teilpunkt K‘).

2 Hintze beschreibt in MNU 1962/63, S. 35 f. den Sachverhalt fiir beliebige Hyperbeln.
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Setzt man F=
2

2 1
J und f: x+y=x/§ sowie )u=\/5, bekommt man die Hyperbel zu y=—.
X

(Es ist zu beachten, dass man bei der Steigung von FS nicht coto, sondern cot(cs+45°) zu bilden

hat.)

Natirlich hatte man bei der
Konstruktion gemaf der Brennpunkt-
Leitlinien-Eigenschaft auch den Kreis
des APOLLONIUS? verwenden kdnnen:

L wandere auf der Leitgeraden f. Die
Senkrechte zu f durch L schneidet den
APOLLONIUS-Kreis zu L und F mit dem

Teilverhaltnis TZ in den

Kurvenpunkten H und H mit
ol L
HL R T

Eine andere Konstruktion: Die rechtwinklige Hyperbel als Strophoide*
Der Punkt S wandere auf der y
(fetten) Geraden mit y=—x, hat

S
also die Form S =( ) Es sei
—s

1
A =(J ein fester Punkt. Der

Kreis um um S durch B hat den

Radius 2-(52 +1) . Die Gerade

durch S mit der Steigung 1 hat die
Gleichung y=x-2-s und
schneidet den Kreis in

si\/sz+1

, also auf der
—sJ_r\/s2 +1

Hyperbel mit x-y=1.

3 Der APOLLONIUS-Kreis zu den Punkten A und B und zum Teilverhiltnis A besteht aus allen Punkten P mit

PAl_ R

w =)\.Fir A=1 ergibt sich die Mittelsenkrechte zu A und zu B.

4 Eine Strophoide zu einer Kurve (hier: einer Geraden), einem festen Punkt A und einem weiteren Punkt (hier:
dem Fernpunkt der Senkrechten zur Geraden) wird folgendermalen konstruiert: S wandere auf der Geraden.
Die Senkrechte zur Geraden durch S schneidet den Kreis um S durch A in zwei Kurvenpunkten. Strophoiden
miissen keine Hyperbeln sein, sondern kénnen ganz unterschiedliche Formen annehmen.
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y
Eine weitere Konstruktion: Die

rechtwinklige Hyperbel als Kissoide®
(Zissoide)

u
Es sei Pz( ) ein Punkt und y=m-(x—u)+v die
v

Gleichung einer Geraden durch P. Diese
u—-v/m
0

schneidet die x-Achse in X :( und die

0
y-Achse in Y:( j . Tragt man den Vektor
v—m-u

XY an P ab, bekommt man

0 v/m )
P+Y—-X= + , also eine nach oben Ve
2-v -m-u

verschobene rechtwinklige Hyperbel als
Ortskurve, wenn m variiert wird.

Ein Analogon zum Satz des THALES
Ist in der Skizze $=90°—a , so liegt C auf dem C

THALESkreis Giber AB.

A
Was dndert sich, wenn nicht =90°—a , sondern B=90°+a ist?

1 NI WE
P Mit A= ,B=| |, P= gilt:
-1 1 v

AP hat die Steigung m=tan(45°+a.),

90°-q, BP hat die Steigung
tan(135°—a) :tan(180°—(45°+0c)) =—m.
90°+a, ¥ Daher ist

AP: y=m-(x+1)-1
BP: y=—m-(x—1)+1
X Beide Geraden schneiden einander in
1/m
p:[ / j
m
o,

Flr verschiedene Werte von a liegt P stets auf
A der Hyperbel zu y=1/x.

Ubersichtlicher wird es, wenn man die Konfiguration um 45° dreht:

5 Eine Kissoide zu einem festen Punkt P und zu zwei gegebenen Kurven (hier: den beiden Koordinatenachsen)
wird folgendermaRen konstruiert: Eine sich drehende Gerade durch P schneide die beiden Kurven in Xund in Y.

Dann besteht die Kissoide aus allen Punkten K mit XP =YK Kissoiden mussen keine Hyperbeln sein, sondern
kénnen ganz unterschiedliche Formen annehmen.
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Mi 3 -1 B 1 R .
P it A_( 0 ] B_[OJ' P_[yj gilt wegen

AP:y=tana-(x—1); BP: y=—coto-(x+1)
die Beziehung

1=tanoc-cot0L=L-_—y
x—1 x+1

o 90°-a\. 90°+a

und damit x? +y2 =1.

>
ov)

Fur verschiedene Werte von a durchlauft P
einen Kreis.

M‘t —_ B— —_ ‘It
A = — I)_ n

AP:y=tana-(x—1); BP: y=cota-(x+1)
die Beziehung
1=tanoc-cotoc=L-L
x—1 x+1
und damit x? —y2 =1.
a 90°+q, ./ 90°-¢, Fir verschiedene Werte von a durchlduft P eine
A B rechtwinklige Hyperbel.

Eine auf dem THALES-Analogon beruhende einfache Hyperbel-Konstruktion
K durchlaufe den THALESkreis Giber AB. BD sei
senkrecht zu AB. Spiegelt man BK an BD, erhalt
man BL. Dann sei H der Schnittpunkt von AK mit
BL.

- r cosa
Mit A=| |,B=| |, C=r- ist

2—cosa
L=r- ) und
sina

AK: yzﬂ-(xﬂ); BL: yzﬂ-(x—r)
r+cosa r—cosa

A B

mit dem Schnittpunkt H=

r
. . Fernerist rot=a, griin=90°—-a und <ABH=90°+q..
cosa | sina
Der rechte Hyperbelast besteht somit aus allen Punkten H, deren Winkeldifferenz
<XABH—<HAB =90° betragt im Kontrast zum THALESkreis, der aus allen Punkten K besteht, deren
Winkelsumme <tABK+ <tKAB =90° betragt.
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Verallgemeinerungen des THALES-Analogons

Gegeben sei die rechtwinklige y
Einheitshyperbel mit x-y =1 und eine C

a
Mittelpunktssehne AB mit Az[l/ j und
a

-a
B= sowie ein weiterer
/a

-1
c
j- Dann ist é\

1/c

Hyperbelpunkt C :(

c+a a—c
tany=——=a-c und tand=——=a-c,
4+ - _= A
c a c a
ty=39.

=

also is

AB bildet mit der positiven x-Achse den Winkel Tt mit tant :iz' Im Dreieck ABC hat der Winkel bei A
a

die GroRe a.=90°—v —1 und der Winkel bei B die GroRe 3=90°-3, also ist fiir jeden
Punkt C auf der Hyperbel.

Aus dem Bisherigen ergeben sich einige Folgerungen:
Zundchst fallt ein trivialer Befund an:

Spiegelt man die Tangente zu A an der durch A
verlaufenden Parallelen zur Rechtsachse,

bekommt man eine Ursprungsgerade, die A mit

dem Spiegelpunkt A’ verbindet.

Interessanter ist der folgende Sachverhalt, der auch zu einer weiteren Konstruktionsmdglichkeit
fihrt:

Der von A ausgehende Strahl bildet mit der Parallelen zur Hochachse durch A den Winkel o, und der
von B ausgehende Strahl bildet mit der Parallelen zur Hochachse durch B auch den Winkel o.

Wird o variiert, durychléuft der Schnittpunkt H beider Strahlen eine Kurve.

—u u
Mit Az[ ], Bz( J und m=coto ist
u -V v

AH: y=m'(x+u)—v; BH: y=—m-(x—u)+v
yrv_voy bzw. x-y=v-u.
X+u x-—u
Die Kurve ist somit eine rechtwinklige Hyperbel.
x Im Dreieck ABH hat der Winkel bei A den Wert
T T a=90°-1t—0 und der Winkel bei B den Wert

B=t+90°—0. Stetsist —a =2-1, also eine Konstante.

und daher m=
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FuBpunktkurven

Fallt man von einem festen Punkt Q die Lote auf die
Pedalkurve.

i
t 1) \2-1/t) (¢
Lz[l/t}r 1+t* ( 1 ]

1+t

Wegen 1+t4:(t2+t- 2+1)-(t2—t‘ 2+1) ist

1 {t+t5—t5+t4-\/§—t2-\/§+t }_ V2 t-(ts—t+\5) Z(Xj

1/t+823 482 -2 2 +2 -1/t

Tangenten, erhalt man die FuBpunkt- oder

Ist Q ein Brennpunkt, bekommt man einen Kreis

um den Ursprung:

t
Die Tangente in H:(l/tj hat den allgemeinen

Punke (yj@xm

A R

1
Gesucht ist der LotfuRpunkt L von F:\/E-[J .

—
Q

Es ist (nach der Formel im Abschnitt Gber
Vektorgeometrie)

( t j+t3—t2- 2+ﬁ—1/t_ -t
1/t 1+t 1

N 4
I+ {2212 +1) VY

x _te1-treNa-1 t? —t-\2+1 it
V2 1+t (t2+t- 2+1)~(t2—t- 2+1) 2 +ty2+1
y 2t 414+t -t L —t-\2 41+t L t2+41
V2 1+t (t2+t- 2+1)-(t2—t- 2+1) 2 +t2+1

Nun ist (%T J{%T =1,

Ist Q anderswo, ergeben sich kompliziertere Kurven:
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Qe
Qe

Die Evolute

Der Mittelpunkt E(t) des Krimmungskreises zu H(t) :(1“

t
J liegt auf der Normalen zu H(t), hat

1

also die Form M(t, K)zH(t)+k-[ R

]. Der Kreis um M(t, 1) durch H(t) hat die Gleichung
t

(x—(t+x))2 +(V—(1/t+k-t2))2 =k2-(1+t4)'

er schneidet die Hyperbel flr (x—t)2 -(t2 X222 -x+1):0 . Die Schnittstelle ist dreifach, falls

4
und damit auf

die Klammer fiir x=t verschwindet, also fir t*—2.1-t3+1=0 ,wasauf A=

E(t):M(t t4—+1]: H(t)+t4—+1-[12}:E(t) fiihrt,

"o 2.3 (t

Insbesondere ist E(1) =G]+(3 =2-(3 :

Zeichnet man noch die zu F gehorige Leitgerade f
ein mit deren Schnittpunkt G mit der Achse F’F, so
erkennt man wegen

ng@ A:@’ F:ﬁ[i : E(1)=z.@, . f L

die Progression

243

|E(1)F|_H_ﬁ _ .

FA|  |AG|

Die Gesamtheit aller Krimmungskreis-Mittelpunkte
bildet die Evolute.

Wegen E(t)z(ljt}r t::gl (:2}@8] ist
2-x(t)=3~t+tl3, 2-y(t)=%+t3=2-x(%j.
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Plan-hyperbolische Linsen

Bekanntlich werden alle achsenparallele Strahlen an einer Parabel-
Innenwand so reflektiert, dass sie anschlieRend durch den
Brennpunkt F gehen.

Man fragt sich, ob man diesen Effekt auch durch eine Linse
erreichen kann. F

Die gewdhnliche (aus zwei
Kugelteilen bestehende)
Sammellinse erfiillt diese
Eigenschaft nur fiir achsennahe
Strahlen, wie man schon im Physik-
Unterricht gelernt hat.

Wie konstruiert man gebrochene
Strahlen? Die wohl einfachste
Methode stammt von Ferdinand
LippicH (1838 - 1913)¢:

Links unterhalb der Kurve sei Luft
mit dem Brechungsindex 1, rechts
oberhalb der Kurve sei Glas (oder ein
anderes Linsenmaterial) mit dem

Brechungsindex n(>1).

Normale in H

Von U kommt ein Lichtstrahl, der die
Begrenzungskurve in H trifft mit dem
roten Einfallswinkel. Die Normale in
H ist fett gezeichnet. Der
Brechungswinkel ist griin. Der Punkt
S liegt irgendwo auf der
Verlangerung von UH. SV ist zur
Normalen in H parallel, und es gelte

Vv
—=n. Wegen des Sinussatzes im

HS
Dreieck HSV gilt g

sin(180°—rot) _sin(griin)
nb b
dem gebrochenen Strahl.

Kommt umgekehrt der Lichtstrahl von V, so gilt mit derselben Konstruktion und Argumentation, dass
U auf dem gebrochenen Strahl liegt.

bzw. sin(rot)=n-sin(griin) , also das Brechungsgesetz. Damit liegt V auf

6 W. Hinrichs (1911): Einfiihrung in die geometrische Optik. Leipzig: G.J.Géschen’sche Verlagshandlung.
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Nun treffen achsenparallele
Strahlen von rechts auf den inneren
Rand des rechten Hyperbelastes.
Wenn das Linsenmaterial den

Brechungsindex \/E hat, treffen die
Lichtstrahlen sich nach der
doppelten Brechung im
Brennpunkt F’. Die plan-
hyperbolische Linse wirkt also als
Sammellinse, und zwar nicht nur
flir achsennahe Strahlen.

FI
Warum ist das so? Da der Lichtweg umkehrbar ist, beobachten wir einen von F* ausgehenden Strahl

t
und gehen analytisch vor: Die Kurve hat den allgemeinen Punkt HZ[”J .

Wir spiegeln F‘:\/E-( j an Hund

bekommen S=2-H—F'. Dann ist
t+2
1/t+\/§

Wie konstruiert man V? Die Parallele
durch H zur Hauptachse F'F hat den

1
=t+2+=.

d=|Hs|=
t

1
allgemeinen Punkt X=H+X-(J und

schneidet die durch S verlaufende
Parallele zur Normalen zu H mit der

i EHEHGE )

k=t+%+\/§

t 1
und damit in Vz(l/tj+(t+l+x/§j-[lj . Es folgt |VH|:('C+%+\/E)'\/E, wie gewlinscht.
t

Daher sind die gebrochen Strahlen tatsachlich alle parallel zur Hauptachse.

X-H'=S-H'

fur
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Kombiniert man zwei
plankonvexe
Hyperbellinsen, bekommt
man eine stigmatische
Abbildung, d.h.:

Alle von einem festen
Punkt ausgehenden
Strahlen treffen sich in
einem anderen festen
Punkt.

Eine plan-hyperbolische Konkavlinse
wirkt als Zerstreuungslinse. Die
riickwartigen Verlangerungen der
zweifach gebrochenen Strahlen
treffen sich in F*.

Schlussbemerkung
Die rechtwinklige Hyperbel tritt in unterschiedlichen Konstellationen auch als Hiillkurve von Geraden
oder von Kreisen auf, was hier jedoch nicht dargestellt wird.



