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1 Einleitung

Das Tetraeder hat eine kompliziertere Geometrie als das Dreieck. So ist schon
das Analogon zum Kongruenzsatz sss flir Tetraeder falsch: Zwei Tetraeder mit
den Kantenlangen {2, 2, 2, 3, 3, 3} missen nicht zueinander kongruent sein.
Zwei Tetraeder-Hohen miissen sich nicht schneiden. Das Tetraedervolumen
als Funktion der Kantenlangen ist komplizierter auszudriicken als der Flachen-
inhalt eines Dreiecks als Funktion der Seitenlangen. Es gibt zwar stets eine
Umbkugel, aber deren Mittelpunkt ist komplizierter zu beschreiben als der Um-
kreismittelpunkt eines Dreiecks. Es gibt zwar einen Ecken-Schwerpunkt, und
die Gerade durch diesen Schwerpunkt und eine Ecke schneidet die gegeniber
liegende Flache in deren Ecken-Schwerpunkt, aber eine solche Aussage ist nur
fir den Ecken-Schwerpunkt richtig?, d.h. dass etwa die Gerade durch eine
Ecke und den Um- oder In-Kugelmittelpunkt die gegeniiber liegende Flache
nicht in deren Um- oder Inkreismittelpunkt schneidet?.

2 Notation

Das Tetraeder wird nicht als regelmafig vorausgesetzt.

Es hat 4 Eckpunkte A, B, C, D, 4 Flachen und 6 Kanten a, b, c, a‘, b’, c’.
Spatestens bei der Betrachtung der 12 Dreieckswinkel ist es naheliegend, eine
zweite Notation einzufihren.

1 M. Hajja, .Hammoudeh, M. Hayajneh, H. Martini 2020: Concurrence of tetrahedral
cevians associated with triangle centers. In: Journal of Geometry 111, Artikel #8, 23
Seiten.

Auch: St. Rabinowitz 2020: Arrangement of central points on the faces of a tetrahed-
ron. In: International Journal of Computer Discovered Mathematics 5, S. 13-41.

2 Einen vorziiglichen unf gut lesbaren Uberblick iiber die Unterschiede zwi-
schen Dreiecks- und Tetraedergeometrie liefern Hajja / Martini 2013:
Orthocentric simplices as the true generalizations of triangles. In: Math. Intel-
ligencer Heft 2, S. 16-28.
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Gegenliber Py liegt die Flache Fx mit dem Inhalt fi.
Die Dreieckswinkel o haben als ersten Index die Nummer der Fldche und als

zweiten Index die Nummer des Punktes.
Die Fldchen Fi und F; bilden den Keil- oder Diederwinkel B;;. Deren Summe ist

nicht konstant.

3 Ebene Winkel

3.1 Dreiecks- und Diederwinkel

... hangen miteinander zusammen:
l;’4

Mit der Abkirzung VO =ﬁ und mit
X=P, —P,, Y=P,—P,, Z=P; P,
und den nach aullen zeigenden Norma-

lenvektoren
N; =Y%x7% N, =7%xXx%, Ny =x?xY°
gilt unter Beachtung der GRASSMANN-
Identitat
(AxB)xC=(A-C)-B—(B-C)-A

die Beziehung
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N2><N3:(ZOXXO)XN3:(ZO-N3)-XO—(XO-N3)-ZO
6-V
:(20.(x°xvo)).x°—(x°-(xoxvo)).zo LA NG
kg koq -k3q
und daher einerseits sin(a14)=‘Y0 xZO‘ und andererseits
6-V

sin

(st):|N2XN3| __ ki kag kg
Nal N 29550 |-[x0x 0
6-V
sin(Ba3) ki -kaa k34

, Zusammen also

sin(ogg ) |v0 xonzo xXOHXO xYO‘

6-V _ sin(Bo3)

k14 'k24 k34 'Sin(a14)'Sin(a24)'sin(a34) Sin(a14)

a sin(B13) und sin(By3)

sin(aty,) sin(ay4)
fert hatten, ist

aufgrund der Symmetrie dasselbe Ergebnis gelie-

sin(By3) _ sin(B13) _ sin(By2)

sin(ay, ) sin(oy,)  sin(os)’
und anstatt von der Ecke 4 auszugehen, hatte man auch die drei anderen neh-
men kdnnen, was auf

sin(Baa) _sin(Ba) _ sin(B1)
Sin(alg) Sin(OL23) Sin(a43)
Sln(B34) _ Sin(Bl4) _ S|n(B]_3)
sin(og,)  sin(oizy)  sin(agy)
S|n(l334) _ Sin(Blz) _ Sln(B13)
sin(oy1)  sin(oizy)  sin(agy)

flhrt.
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sin(Byy)

sin( oz,

Der Bruch

wird weiter unten als Quotient zweier zu einem Raum-
winkel gehérenden Sinusbegriffe gedeutet werden.

3.2 Volumenformeln

S 6-V _ sin(By3)
k1 Ky k3q -sin(augg ) sin(ops )-sin(azg ) sin(og)

2-f) =Kyq k3 -sin(01y4 ) und 2-f3 =kq4 -kyy -sin(aiz4 ) die Beziehung

vol. f,-f3-sin(By3)
3 k14

Au

folgt wegen

und analoge Formeln.

3.3 Berechnung der Diederwinkel
Wir interessieren uns fiir den Diederwinkel 3,4 .
Ein nach auRen zeigender Normalenvektor von F ist N, =(P; —P3)x(P; —P3)
mit der Lange n, =kq3 kg3 -sin(a3).
Ein nach auRen zeigender Normalenvektor von Fs ist Ny =(P, —P3 )x(P; —P;)
mit der Lange ny =ky3 -kyz-sin(a3).

_Ny Ny

Dann ist —cos(B,4 )= :

Nach LAGRANGE ist (XxY)-(YxZ)=(X-Y)-(Y-2)—(X-Z)-¥?, also
Ng N,
=((P,—P3)x (P, —P3))-((PL —P3)x (P, —P3))
=((Py=Ps)-(PL=P3))- (P —P5 ): (Ps =Ps ))=((Py =Py )- (P4 =Ps ))- (P —P5 )’
=ky3 kq3 ~cos(a43)-k13 LEN -cos(oc23)—k23 LEN ‘C°5(0‘13)'k%3

und damit

N, N, |cos(oy3)—cos(oy3)-cos(auy3)
n,-ng sin(ot3)-sin(a3)

cos(Byg )= =cos(Bys)|-
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Diese Formel entspricht dem Seiten-Cosinussatz eines sphéarischen Dreiecks
(s.u.).

3.4 Kanten-Flachenwinkel
Es gibt noch eine dritte Art von Winkeln, namlich die Kanten-Fléchen-Winkel
zwischen einer Flache und einer Kante. Der Winkel A zwischen F4 und der
Kante P;P, ist gegeben durch
Ny -(Py —P, Py —P; )x(P, —P; )): (P4 —P
sink:cos(90°—k): 4 (4 1):((3 1) (2 1))(4 1)
n4 ‘314 k13 k12 -Sln(OL41)-k14
6-V 3.V

= - = =sin\

K1z k13 kag -sin(oay) |y kg

SchlieBlich gibt es noch die vier Raumwinkel:

4 Raumwinkel

Man kann einen ebenen Winkel dadurch festlegen, dass man um den Schei-
telpunkt einen Einheitskreis legt und als WinkelmaR den von den Schenkeln
ausgeschnittenen Teilumfang definiert (BogenmalR).

Das macht man beim Raumwinkel auch so: Um den Scheitelpunkt wird eine
Einheitskugel gelegt, und das WinkelmaR ist der Flacheninhalt des von den
DurchstoRpunkten der Schenkel definierten sphéarischen Dreiecks. Der Voll-
winkel hat das Mal} 4-r. Zur Erlauterung wird etwas Uiber Grundtatsachen zu
Kugeln ausgeholt?:

3 J. Meyer 2006: Einblick in die Erd-Kunde. In: Meyer, J. / Oldenburg, R. (Hrsg.):
Materialien fiir einen realitatsbezogenen Mathematikunterricht. Band 9. (Schriften-
reihe der ISTRON-Gruppe). Franzbecker Verlag, S. 120 - 140.
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4.1 Punkte auf der Einheitskugel

0
zs seien N=| 0 | der Nordpol,
1
0 0
S=| 0 | der Stdpolund Z=| 0 | der
-1 0

Mittelpunkt. Zu jedem Kugelpunkt P
zehort ein eindeutig bestimmter
unkt A auf dem Aquator.

Auf dem Aquator gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt G, durch den der

1 CosA
Greenwich-GroRkreis verlauft, so dass G=| 0 | und A=| sinA | ist. Die Win-
0 0
kel A und B heiBen geographische Linge und geographische Breite, und es ist
COSA 0 cosAi-cosP
P=cosB-A+sinp-N=cosB-| sink |+sinB-| 0 |=| sin-cosp |=P (2, B)].
0 1 sinf3

4.2 Seitenwinkel

Drei Kugelpunkte R, S, T bestimmen
ein spharisches Dreieck, dessen Sei-
tenlinien von GroRkreisen gebildet
wird.

Die Seitenldangen r, s und t sind die
Winkel «TZS, <«RZT und <«RZS im
Bogenmal; man nennt sie daher
Seitenwinkel. Es ist

cost=R-S; cosr=S-T; coss=T-R
sint=|RxS

; sinr=|SxT

; sins=|[TxR|
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Die drei Eckenwinkel sind Schnittwinkel von Ebenen, so ist etwa T der Schnitt-
(RxT)-(SxT)
[RxT|-|SxT|
LAGRANGE-Identitét (AxB)-(CxD)=(A-C)-(B-D)—(A-D)-(B-C) folgt dann

R-S—(R-T)-(S:T) |cost—coss-cosr

costT= — = — =CoST|.
sins-sinr sins-sinr

winkel der Ebenen ZTR und ZST. Damit ist cosy = . Aufgrund der

Diese Beziehung wird als Seiten-Cosinussatz bezeichnet.

Ein Kugeldreieck ist also (bis auf Lage) durch die drei Seitenwinkel vollstandig
bestimmt, da man nach dem Seiten-Cosinus-Satz die drei Eckenwinkel aus-
rechnen kann.

4.3 Der Flacheninhalt eines spharischen Dreiecks

Betrachten wir zunachst den Fla-
cheninhalt des durch R, S, T, T’ ge-
bildeten Zweiecks, wobei T* zu T an-
tipodal liegen soll, d.h. mit

T=P(,B) ist T'=P(180°+1, —P).

Misst man tim Bogenmal?, so ist
der Flacheninhalt von RT’ST so grol}
wie

T
g =54 =21 =Fry +Fysr -
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Auch S und R haben ihre Antipoden
§und R’, und es gilt
2-t=Fsr +Fsr
2-p=Fpst +Frrst
2:6=Frer +Frs't
Nun beinhalten RST zusammen mit
TSR und TR’S (=T'RS) und TS'R die
obere Hemisphare, also auch RST
und R’ST und RS‘T und RST’ zusam-
men.
Daher ist

2:(p+0+1)=2-Fsr +(Frst +Fr'st +Frs'T +Frst)
27

und somit |FRST =p+c+r—n| (p, o, T im BogenmaR).

Die Summe der Eckenwinkel eines spharischen Dreiecks ist demnach stets
groRerals 2 1.

4.4 Der Raumwinkel eines Tetraeders

Untersucht wird der Raumwinkel des Tetraeders
ABCD bei D.

Dazu wird um D eine Einheitskugel gelegt; DA, DB
und DC schneiden die Kugel inR, S, T.

Man bekommt die Eckenwinkel p, ¢, T des spha-

rischen Dreiecks RST als Schnittwinkel

p=P,3, 6=P13, T=P;, der Ebenen
DAB=P,P,P, =F,
DBC=P,P,P; =F;
DCA =P,P;P; =F,

Der Raumwinkel Q, bei D ist definiert als Flacheninhalt des spharischen Drei-
ecks RST und hat somit die GréRe

|Q4 =Py +B13 +By3 —n| .

Wegen
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1

i=1 i<j
kann die Summe der Raumwinkel eines Tetraeders nicht konstant sein, da die
Summe der Diederwinkel nicht konstant ist.

4.5 Sinusbegriffe

Es wiare schon, auch fir Raumwinkel einen Sinusbegriff* zu haben. Fir ebene
. o 2-A . . . .
Winkel gilt sina :—b , wobei der Zahler den Flacheninhalt des von den
-C

Schenkeln eingeschlossenen Parallelogramms angibt und der Nenner das Pro-
2:-A

dukt der Schenkellangen ist, und wegen sin3 =—— hat man den Sinussatz
a-c

b-sina=a-sinf . Die Faktoren im Nenner haben jeweils eine Dimension weni-

ger als der Zahler.

Fiir Raumwinkel kann man analog vorgehen und in den Zdhler den Raumin-

halt des von den Schenkeln eingeschlossenen Spats schreiben und in den

Nenner das Produkt des jeweils von zwei Schenkeln eingeschlossenen Paralle-

logramms schreiben, was jedoch von der Dimension nur stimmen kann, wenn

man den Zahler quadriert.

v o v
Dies liefert Sin(QYy ):= =|=- =Sin(€y )|, und wegen
22626 |2 66

9 V2

Sin(Q3)==- hat man das Analogon zum Sinussatz, namlich
2564,

Sin(Q3) _Sin(Qy)

0, |

1 *F. Eriksson 1978: The law of sines for tetrahedra and n-simplices. In: Geo-
metriae Dedicata 7, S. 71-80. Dort finden sich auch historische Bemerkun-
gen.
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Die Raumhohe H ist kleiner als die Fla-
chenhdhe h.
Der zweigestrichene Winkel bei K ist
B14,und es gilt

Si”(314)=g

mit H=ﬂ und h=ﬁ und daher
fa ks

Si”(Bm):E‘ L

und analoge Formeln.

Sin(Q4):2.V_222.3.5"‘(312)3.S‘n(Bls),fl
2 fl'fZ'f3 23 k34 3

:2'sm([312)-sm([313) '1'k34 kaq -sin(otyg)
k34 -kaa 2

=Isin(Byy )-sin(By3)-sin(ay4 ) =Sin(Qy)
Hieraus folgt, dass —1<Sin(Q,)<1 ist.

kag

Der Produktformel scheint es an Symmetrie zu mangeln, daher muss

sein, also sin(By3)-sin(oy4 ) =sin(B,3)-sin(01y4 ) . Dies entspricht der bekann-
sin(By3) _ sin(B13)

sin(ay, ) sin(o, )

Ein anderer Sinusbegriff flir den Raumwinkel ist der Polarsinus, bei dem durch
die Schenkellangen geteilt wird, was zu

ten Beziehung

PSin(€Y, ):= oV

14 'k24 'k34

flhrt. Dass auch der Polarsinus zwischen 0 und 1 liegt, zeigt
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. 2.f,-2--si
PSin(Qy )= — 2 =28 sin(B3)
kig -koq-k3g  kag-kqq kg kag
Auch hier gilt

sin(0tq )-sin(azg )-sin(Ba3 ) =PSin(Q4 ) =sin(ay4 )-sin(osy )-sin(By3) wegen
sin(By3) _ sin(B13)

sin(oty, ) sin(otgs)

Der Quotient beider Sinusbegriffe ist

Sin(Qy) _ sin(B12) _ sin(By3) _ sin(B13)
PSin(Q,) sin(ozs) sin(agy) sin(ap,)|

5 Cosinussatz fiir Diederwinkel und Pythagoras

& Beim Dreieck ist
c=b-cosa+a-cosp
(man beachte, dass
im stumpfwinkligen
Fall cosp negativ

A b-cosa L acosp B A B -acosp L iSt).

b-cosa

Analog gilt

a=b-cosy+c-cosf

b=c-cosa+a-cosy
Multipliziert man die erste Gleichung mit c, die zweite mit —a und die dritte
mit —b und addiert anschlieRend, bekommt man den Cosinussatz des Drei-

ecks in der Form ¢ —a” —b? =2-a-b-cosy.
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Gegeben sei das Tetraeder P;P;P3P..
Es ist L der LotfuRpunkt von P4 auf Fa.
L teilt F4in drei Teildreiecke auf:

f3 =|LP,P3|+|PLP3|+ |PPsL|
=f; -cosBiy +F, -cosPyy +f3-cosPsy
und analog
fy =f, -cosPq, +f3-cosPi3 +f4 -cosPqy
fy =f; -cosPqy +f3-cosByz +1,-cosPByy
f3 =f; -cosPq3 +f, -cosP,3 +f, -cosPsy

Multipliziert man die erste Gleichung mit f,, die zweite mit —f; , die dritte mit
—f, und die letzte mit —f, und addiert alle Gleichungen, so hat man das Ana-

logon® zum Cosinussatz fiir Diederwinkel

fi=fl+6 +5 —2-f, -f,-cosByy —2-F, -f5-COSPy3 —2-f5 - f; -cOS B3y |-

Sind bei P4 nur rechte Winkel, so ist ff =f12 +f23 +f§ .

Man kann diese Formel als |
»Quaderecken-Pythagoras” 1
bezeichnen, da man ein Tetra- !
eder, bei dem von einem Eck-

punkt aus alle Flachen recht-
winklig zueinander sind, als
Quaderecke ansehen kann.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Es ist so, dass die Umkehrung des Quaderecken-Pythagoras nicht gilt.

5> August Leopold Crelle; Sammlung mathematischer Aufsitze |, 1821, S. 108. Die Be-
ziehung soll schon 1803 bei L. N. M. Carnot stehen.
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6 Noch eine Beziehung fiir das Volumen

Essei Z=D—-A,Y=D-B,X=D-C.
Der Abstand zwischen zwei Gegenkanten, also etwa zwischen den Geraden
AD und BC mit den allgemeinen Punkten

G=A+A-(D-A)=A+XL-Z und G=B+u-(B-C)=B+p-(X-Y)
ist der Abstand zwischen A und der Ebene mit G=B+p-(X—Y)+A-Z bzw.
0=(G-B)-((x-Y)x2)
und betragt

(X=Y)xz Y-XxZ 6-V

—Y. - -
a-a“sin(a,a') a-a“sin(a,a') a-a“sin(a,a')

mit der Folgerung

Vz%-dist(a, a')-sin(a, a')|.

7 Probleme mit der Kongruenz

Essei a=b=c=u und a'=b'=c'=v. Das Dreieck ABC hat die Flaichenhthe

hzg-\/g und den Flacheninhalt A=%-u-?-u=$

.u? . Die Raumhéhe H

2 2 2
2
ermittelt sich wegen v :H2+(§-hj =H? +(§\/§j :H2+u? zu

ﬁz 2U2 ﬁa

Das Volumen betrégt dann |V (u, v)=——-u",/v" ——| mit V(u,u)= LU
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Nur fir u=v ist
V(u, v)=V(v, u).
Insbesondere ist

J23

V(Z, 3)=T und

343

Das ist bemerkenswert: Kennt man die drei Seitenlangen eines Dreiecks, so ist

dieses bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Kennt man die sechs Kantenlangen eines Tetraeders, so ist dieses zwar ein-
deutig konstruierbar, aber nicht bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

8 Analogon der HERON-Formel beim Tetraeder

0 by
Das Dreieck mit den Eckpunkten A=| 0 |, B=| b,
0 0
0
ten Flacheninhalt 2-:A=[BxC|= 0 =
bi-c;—by-cy
0 1 1 1
1 AAZ AB? AC?
Die CAYLEY-MENGER-Matrix® 5 5 5
1 BA BB BC
1 cA? cB® cc?

Determinante

51

, C=| ¢, | hat den doppel-

0
b,
)

1 1 1

0 ¢ b’

hat die

c2 0 a2

b> a> 0

m=—(a+b+c)-(—a+b+c)-(a—b+c)-(a+b—c)=.

6 M. Berger, Geometry 1, Springer.
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0 b, (o d;
Das Tetraeder mit den Eckpunkten A=|{ 0|, B=|b, |, C=|c, |, D=|d, | hat
0 bs C3 d;
by by bs
den sechsfachen Rauminhalt 6'V:|(B><C)-D|= ¢, € C3.
dp dy dj

Die CAYLEY-MENGER-Matrix

0o 1 1 1 1 1 1 1 1
0 c? b>  a'n2

0

AAZ AB® AC? AD?| |1

BA2 BB2 BC? BD? |=|1 2 0 a2 b'A2 | hatdie Deter-
1
1

B

cA? cB® cc? cp?

B

b? a’ 0 c'h2
1 DA’ DB®> DC*> DD’ a'"2 b'"2 c¢'"2 0

minante m=8-(6-V)2 =(288-V? =m|. Damit ist das Volumen durch die Kan-

tenlangen ausgedriickt’.

Im Gegensatz zum zweidimensionalen Fall des Dreiecks ist die Determinante
m im dreidimensionalen Fall nicht in Linearfaktoren zerlegbar und sogar irre-
duzibel®.

9 Spurpunkte

Ist P=(p1 ipyip3 p4) ein Punkt, so schneidet DP mit dem allgemeinen

P4

Punkt X(A)=P+A-(P—D) die Ebene ABC fir L=
P1+P2 +P3

im ,,Spurpunkt”
(pl:p2 1ps3 O).
Die Ebene durch P=(p1 1Py ip3 p4) und CD hat den allgemeinen Punkt

P3 und p= Pa

X(A, u)=P+A-(P-C)+pu-(P-D).Mit A=
(1) =P 42-(P~C) 10(P-). Wit =~ ung B

bekommt

7 Eine ,,Geschichte” dieser Formel findet sich in R. Hersh 2004: Heron's area formula:
What about a tetrahedron? In: College Mathematics Journal 35(2), S. 112-114.

8 D’Andrea/Sombra 2005: The Cayley-Menger determinant is irreducible for n>3. In:
Siberian Math. Journ. 46 (1), S. 71-76.
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man als Schnittpunkt der erwdahnten Ebene mit der Gegenkante AB den Punkt
(py:py:0:0).

Alternativer Weg: Die Ebene durch P, C und D hat die Gleichung

P2 X1 =P1X3.

10

Der Ecken-Schwerpunkt von ABC ist

5:A+—B+C; ein beliebiger Punkt auf

der Geraden durch S und D hat die

Form X(l)=D+k-(#—Dj; mit

Xz% hat man das in A, B, Cund D sym-

metrische Resultat

3 D A+B+C
X| = |==+———=:8"'=(1:1:1: 1)
4 4
Dies ist der Ecken-Schwerpunkt des Te-
traeders ABCD.

+B C+D
und T

S ist auch Mittelpunkt der Kanten-Mittelpunkte A

+D
Die Ebene durch AB und CT hat den allgemeinen Punkt

(-2 (=22 [5-E22)
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11
und den speziellen Punkt X(Z, ijs.

Alternative Zugangsart: Eine Ebene [fl :H iy f4] ist durch die Gleichung
fi-py+f-py +f3-p3 +f, -py =0 festgelegt.

A+B
Die Ebene durch %:(1;1;0;0), C=(0:0:1:0) und D=(0:0:0:1)

hat die Gleichung f; =f,, die 5 dazu analogen Ebenen eine analoge Form.
Alle 6 Ebenen durch den Mittelpunkt einer Kante und durch die Gegenkante
schneiden einanderin S=(1:1:1:1).

11 Hohen

Wenn sich die Hohen durch A und durch B schneiden, dann hat der Schnitt-
punkt H einerseits die Darstellung H=A+7v((B—D)><(D—C)) und anderer-

seits die Darstellung H:B+u-((A—D)><(D—C)).

Dannist H—A LD—C und H-B LD—C, also (H—A)—(H-B)=[B—A LD—C].

Nun sei umgekehrt (B—A)-(D—C)=0. Die Héhe durch A liegt in den Ebenen
mit (X—A)-(B—D)=0 und (X—A)-(D—-C)=0, und die H6he durch B liegt in
den Ebenen mit (X—B)-(A-D)=0 und (X-B)-(D-C)=0.

Wegen B-(D—C)=A-(D—C) liegen beide Héhen in der Ebene mit
X-(D-C)=A-(D-C)=B-(D—-C). Da die H8hen nicht zueinander parallel sind,

mdssen sie sich schneiden.

Somit gilt: Die Hohen durch A und durch B schneiden einander genau dann,
wenn AB zur Gegenkante CD senkrecht steht.

12 Die flachenberiihrende Inkugel

Auf der Flache Fi stehe der Normalenvektor Ny senkrecht.
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Der Punkt W=fl-P1+f2-P2+f3-P3+f4-P4 hat von F; den Abstand
fi+fHh+f3+1,
W'-P,)-N
+d(W, F1)=¢

fL Py +fyPy+fy-Pp—Py-(fL+T3+1;) \
fi+f+h+f, !

=0 =0
3 (P3=Py) Ny +fy-(Py =Py )-Ny +f (P =Py )N,
__ (PPN
2:(fp+f,+f3+5,)

3-V

Wegen Ny =(Py Py )x<(Py =Py ist d(W, ) =| o=
1thti3+ly

:p| symme-

trisch in den Indizes und damit so grol8 wie die Abstande von W zu den bri-
gen Flachen. Damit ist p der Radius der flachenberiihrenden Inkugel und W

deren Mittelpunkt®.

13 Der Radius der Umkugel

... ist seit iber 200 Jahren bekannt!?, aber erst Karl Georg Christian VON STAUDT
(1798 - 1867) gelang ein Beweis'!, der sich nicht auf umfangreiche Rechnun-
gen stlitzen musste. Der Zugang von VON STAUDT ist elementarer als manch
neuerer Zugang.

% Die Geraden durch die Inkugel-Beriihrpunkte zu den gegeniber liegenden Ecken
sind i.a. nicht kopunktal.

10 August Leopold Crelle (1821): Sammlung mathematischer Aufsitze | (Einige Bemer-
kungen Uber die dreiseitige Pyramide), S. 105 ff.

11 Karl von Staudt (1860): Ueber einige geometrische Sitze. In: Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 57, S. 88-89.
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c Der Umkreisradius R eines Dreiecks hat
aufgrund des Umfangswinkelsatzes die
Grole
¢ abc _l.a-b-c
_2-siny _2-b-c-siny 4 A
A als Flacheninhalt des Dreiecks ABC).

(mit

Y|Y

A\ = /B
Fiir Kugeln gilt allerdings der Umfangswinkelsatz nicht, man muss also anders
vorgehen.

Wird der Abstand zwischen zwei Punkten P und Q mit PQ bezeichnet, so ist
Ve AB-AC-AD

-PSin(Qy) .

Insbesondere gilt: Ist AB’C’'D’ ein Teiltetraeder von ABCD, so ist
Vag'cp'  AB"AC"AD!'
Vagcp  AB-AC-AD

Die Idee von VON STAUDT war, zum ge-
gebenen Tetraeder ABCD ein Teiltetra-
eder A’B’C’'D zu betrachten und dabei
A’B’C’ so zu wahlen, dass die zugeho-
rige Ebene im Abstand h parallel zur
Tangentialebene in D ist. Der Abstand h
wird sich am Schluss herauskiirzen.

DA-DB'DC' _p'

A\
Dann ist ~ABCD _ =—.
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Nun sei DU eine Durchmessergerade,
die die Ebene des roten Dreiecks in V
trifft.

Dannist DV=h und DU=2-R mitRals
Kugel-Radius.

Das Dreieck A’VD hat bei V einen rech-
ten Winkel, und das Dreieck AUD hat
wegen Thales bei A einen rechten Win-
kel.

Der Cosinus des griinen Winkels ist ei-

. DbV h .
nerseits —=—— und andererseits

D D
—A=—A, woraus DA-DA'=2-R-h
DU 2-R

DA D
Analog gilt auch DB-DB'=2-R-h und DC-DC'=2-R-h. Wegen ﬁzD— sind

DB'

D
die Dreiecke DAB und DB’A’ zueinander dhnlich, also gilt A_gz_ und

deshalb DA-A'B'=DB"AB.

A'B'

Dies schreibt sich etwas symmetrischer, wenn beide Seiten mit DB-DC multi-
pliziert werden, was auf DA-DB-DC-A'B'=DB"-DB-AB-DC und damit auf
— "

p 2-R:h
2-R-
A'B'=Lh-AB-DC fihrt.
p
2-R-h 2-R-h
Analog folgt B'C'=——-BC-DA und C'A'=———-CA-DB.
p p

Damit kennt man die Seitenldngen des roten Dreiecks A’B'C".
Das rote Dreieck ist dhnlich zu einem Dreieck T mit den Seiten-,Langen”
BC-DA=a-A',CA-DB=b-b', AB-DC=c-c'.
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Damit ist der Flacheninhalt des roten Dreiecks so grol8 wie
2
2-R-h
AAIBlcl :(Tj AT

. Apnie-h 3
Andererseits ist Vprgicrp _ZABC

3 p'
,also Apgic ZE'VA'B'C'D ZE';'VABCD

2
3 p' 2-R-h
p p
1 2 . . AT
wegen p-p'=(2-R-h)" schlieBlich R=——"—|.
6-Vagcp

Das Ergebnis ist so merkwiirdig wie der Weg dorthin, da das aus den Produk-
ten der Gegenkanten gebildete Dreieck T keine anschauliche Bedeutung zu
haben scheint.

14 Und noch einmal: Zum Tetraeder-Volumen V

In der Ebene F; liegt das Dreieck P,P;P, =BCD mit dem Normalenvektor

Ny =(Py —P3)x(Ps —P,)=(D—C)x(D-B).
—_— e — —_— —
X Y X Y
In der Ebene F; liegt das Dreieck P;P,P; =CDA mit dem Normalenvektor

N, =(Py —P3)x(P4 =P, )=(D—C)x(D—-A).
X z X z
Wegen der GRASSMANN-Identitdt (ExF)xG=(E-G)-F—(F-G)-E ist

Ny xNy =(XxY)x(XxZ)=—(Y-(XxZ))-X=-6-V-X mitV als Volumen des Te-

V:|N1XN2|:|N1><N2| .

traeders, also

15 Zum Mittelpunkt M‘ der Umkugel

Schneidet man die Umkugel mit der Ebene, in der die Flache Fi liegt, so be-
kommt man den Umkreis des in Fi liegenden Dreiecks. Dessen Mittelpunkt My
hat die Eigenschaft, dass M’My auf F¢ senkrecht steht.

Ist Nx ein Normalenvektor zu Fy, so ist M‘ Schnittpunkt der vier Lotgeraden mit
den allgemeinen Punkten X =M, + X -N.
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Die Geraden mit X=M; +A-N; und XxN, =M, xN, schneiden einander fiir

|(M2—M1)><N2|:|(M2—M1)><N2| - M'=Ml+|(M2_M1)XN2|-N
N xN, | 6-V-c' 6-V-c'

11

t12

Setzt man fir My, M,, N;, N, ein, wird das Resultat** nicht Gibersichtlicher.

16 Umkreis und Umkugel

Bei einem Dreieck hat der Umkreis den Radius
¢ abc abc abc
- 2-siny - 2-a-b-siny 4N J-m
mit m als Determinante der CAYLEY-MENGER-Matrix.

AA2 aBZ AC’) [0 & b2
Der Zshler hat zu tun mit der Matrix | BAZ BB> BC®> |=|c®> 0 a’|und
ca? cB? cc?| b2 a2 o
deren Determinante p=2-(a~b-c)2,so dass |[R= _ZL resultiert.
-m
A A
Bei einem Tetraeder hat die Umkugel den Radius R=—T=TT-\/§ mit A
m

als Flacheninhalt des Dreiecks mit den ,Seitenldangen“ a-a', b-b', c-c'.
Dieser Wert hat zu tun mit der Matrix
AA%Z AB? AC? AD? 0 ¢ b a
BA2 BB? BC? BD?’| |2 0 a’ b? ,
= und deren Determinante
ca? cB? cc®? co?| |b? a? 0 c?

pA? DBZ DC? 0 a? b? ¢? o
A A \- 8

uz—lGA%,sodass R=—T=—T-\/§=—u-£= —LzR resultiert.
. Jm Jm 4 2:m

12 pas Resultat findet sich etwa in St. Rabinowitz 2020: Arrangement of central points
on the faces of a tetrahedron. In: International Journal of Computer Discovered Ma-
thematics 5, S. 39 f.
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Umkreis-Radius und Umkugel-Radius haben die gleiche Struktur!

17 Das gleichkantige Tetraeder

Die gemeinsame Kantenldnge sei a. Die Dreiecksflache betragt A==-a

2 3
-

N |~

1
Wegen oy; =60° ist cos([324)=g und B,, ~70,5°.

Die Flachen-Hohe (=Flachen-Seitenhalbierende) betragt h =E-\/§.

2
f 2
2 /2
Die Raumhohe hat also den Wert H= az—(g-h) = g.a,

1 2 2
Damit betrdgt das Volumen V==-a% -ﬁ-\/:~a=£-a3.
6 2 3 12

2
Fir den Winkel zwischen Flache und Kante gilt sink:\/; und A ~54,7°,

18 Die Umkugel des gleichkantigen Tetraeders

Die Einheits-Kugel hat den Nordpol N, den Siidpol S und den Mittelpunkt Z.
” Zu jedem Kugelpunkt P gehort ein
eindeutig bestimmter Punkt A auf
dem Aquator.

Auf dem Aquator gibt es einen ein-
deutig bestimmten Punkt G, durch
den der Greenwich-GroRkreis ver-
lauft.

In der Aquatorebene gehért zu A
ein eindeutig bestimmter Winkel A,
die geographische Lange.

In der Aquatorebene ist

cos A
A= .

sin A
Der Winkel 3 gibt die geographische Breite an. Der Winkel 3 nimmt nicht alle
Werte an, sondern ist durch —90° <3 <90° eingeschrankt.
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cos A
Um P zu verorten, betrachten wir den GroBkreis durch A=| sinA |, P und
0
0 cos A 0 cos A-cos B
N=|0 |.Dannist P=cos B:| sinL |+sinB-| 0 |=| sinA-cos B |=P(L,B)].
1 0 1 sin 3

Ein gleichkantiges Tetraeder hat als Eckpunkte
P(0°,90°), P(0°, B), P(120°, B), P(240°, B).
Der Abstand zwischen P(0°, ) und P(120°, ) hat wegen

1
——-CO0s
5 cos B

«/5 cos B \/5

NE

—T-cosﬁ - 0 |=—| 1 |-—-cosf} den Wert \/g-cosB.
sin B sin B 0
—cosp
Der Abstand zwischen P(0°, 90°) und P(0°, B) hat wegen 0 den
1-sinf

Wert (/2-(1-sinp).
Beide Abstandsquadrate stimmen iiberein fiir 3-(1—sin2 [3) =2-(1-sinp),

also fiir f=90° (dann liegen alle Punkte auf dem Nordpol) oder fiir

. 1
sinB=-——.
g 3
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Die Punkte sind dann

0 2.2
P(0°,90°)=| 0 |; P(0°, B)=§- 0
1 -1
-2 3
Pl120° )= | V6 | Pl2a0%, =3 -| 6
-1 -1

8
Die Kantenldnge betragt k:\/;.

3
Ist umgekehrt die Kantenlange a, so ist \/;a der Radius der Umkugel und

1
V=—- fi-as deren Volumen.
4 \2



