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Zum (konvexen) Sehnenviereck, dem Satz des PTOLEMAUS und weiteren

Eigenschaften

Da sich in einem Sehnenviereck die Gegenwinkel
zu 180° erganzen, ist p=180°—-c .

Es sei
T, =a-b+c-d
1. =a-c+b-d
Tg=a-d+b-c
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Wegen e“ =a” +b” —2-a-b-cosc und e” =c” +d” +2-c-d-cosc ist einerseits cosczﬁ
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und andererseits cosc=———, woraus |e= [-< d folgt.
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(Die andere Diagonale hat die Lange |f= ; hieraus folgt |e-f=1.| (,Satz des PTOLEMAUS™).
-

Ist das Sehnenviereck ein Rechteck (mit a=c und b=d), so verlduft e durch den Kreismittelpunkt,

. T-°T
und es gilt €2 =—<—9 =32 +b? (PYTHAGORAS).
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Wenn man zwei benachbarte Seiten miteinander vertauscht (etwa c und d), andert sich der

’r -7
Flacheninhalt nicht; man bekommt aber die dritte Diagonale mit der Lange |g = b dy
TC

Das Produkt der drei Diagonalen betragt e-f-g=./t, 7. T4 -
Nunist e-f=1. und analog f-g =1, sowie g-e=1y4.

! Namensgeber des ptolemiischen Weltbilds, wonach sich die Sonne um die Erde dreht.



Ein anderer Beweis des Satzes von PTOLEMAUS
verlauft unter mehrfacher Verwendung des
Umfangswinkelsatzes wie folgt:

Man konstruiere E wie in der Skizze, indem man
den Winkel T in B an BC antragt.

Die Dreiecke CEB und DAB sind zueinander
ahnlich.
Daherist AD-BC=BD-CE.

Auch die Dreiecke CDB und EAB sind zueinander
ahnlich, daher ist AB-CD=BD-EA.

Daher ist
AB-CD+AD-BC=BD-(EA+CE)=BD-AC.

Ein regelmdpfiges Fiinfeck (mit den (roten)
Seitenlangen a und den
(blauen)Diagonalenldngen d) ist insbesondere
ein Sehnenviereck.

Nach PTOLEMAUS ist dann
a-d+a’=d°
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Damit ist —=
a 2

bzw.

(Goldener Schnitt).

Das regelmdflige Sechseck ist ebenfalls ein
Sehnenviereck. Es hat die (roten) Seitenlangen
a, die Lange d der (griinen) langen Diagonale
und die Lange k der (blauen) kurzen Diagonale.
Aufgrund des Cosinussatzes ist

k2 =2-az—2-az-c05120°=3~az,

k=a-/3,

und nach Ptolemaus ist
d-a+a’ =k?

also

und damit
d=2-a,
was man sich auch gleich hatte denken kénnen.




Der Satz des PTOLEMAUS |adt auch zu einer
Erweiterung des Additionstheorems des Sinus
ein%; ndmlich zu einer Erweiterung von

sin(a.+pB)=sino-cosB+sinp-cosa.

Nach dem Peripheriewinkelsatz kann man jede
Sehnenldnge durch den zugehorigen
eingeschlossenen Winkel ausdriicken; es ist

namlich [AB=2-r-siny|.

Driickt man die PTOLEMAUS-Beziehung

B
AB-CD+AD-BC=BD-(EA+CE)=BD-AC
durch Winkel aus, ergibt sich die fiir
o +p+y+0=180° richtige Beziehung
|sin0c-sin6+sin[3-siny=sin(a+B)-sin(a+y)|. C
Ist a+y=90°=p+3, geht also CA durch den A
Umkreismittelpunkt, bekommt man die
vertraute Formel
sina-cosB+sinB-cosa =sin(o+p).
Cl
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Erganzung zum vollstindigen Vierseit
Sind bei einem Sehnenviereck ABCD keine zwei
Gegenseiten zueinander parallel, so lasst es sich
durch E und F zu einem vollstandigen Vierseit
erganzen.

Die blauen Winkel haben alle die gleiche GroRe a.
Auch die roten Winkel haben alle die gleiche
GroRe B.

Die roten Geraden sind Winkelhalbierende.

o+p
2

Dannist c=90°— , T=o+ao und

- 180°—(180°—B)-a _B-a

2
A+1=90°. Daher stehen die beiden
Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht.

. Hieraus folgt
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