Potenzsummen?

Kurzfassung

Mehrere elementare Mdglichkeiten zur Gewinnung(!) von Potenzsummenformeln werden erldutert. Dazu werden
Induktions— und Differenzenmethoden verwendet, nicht aber analytische oder geometrische.

1. Einleitung
Potenzsummen sind Ausdriicke der Form

s@(n):=18 +2% +...n°.

Aus Ubungsbeispielen zur vollstandigen Induktion werden die folgenden Formeln gelaufig sein:

sOm=Ln.m+1),

s@my==-n-(n+1)-2-n+1),

2
1
6
@y L 42 2
S (n)_z-n (n+2)°.

Dieser Beitrag beantwortet die Frage, wie man auf solche Formeln kommt. Dazu werden mehrere elementare
(und unabhéngig voneinander zu unterrichtende) Zugangsweisen (fur allgemeine n und e) erlautert.

In den ersten beiden Abschnitten werden Rekursionsbeziehungen mit Hilfe von Induktionsargumenten
entwickelt, die die Potenzsummen zu berechnen gestatten sowie einiges Uber ihre Struktur zu erkennen helfen. Im
dritten Abschnitt wird dann ein die Methoden und Ergebnisse der ersten beiden Abschnitte vereinheitlichender
Zugang dargestellt, der insbesondere einen einfachen Weg zu den Bernoullischen Zahlen bietet. So weit wird
man mit Schilern nur in Ausnahmeféllen kommen. Im letzten Abschnitt schlieBlich werden tber
Differenzenbeziehungen Zugénge zu den Potenzsummen gefunden, die man auch als problemorientierte
Einfuhrung in dieses Gebiet benutzen kann.

Analytische Methoden sollen in diesem Beitrag auRer acht bleiben, und da in letzter Zeit
geometrisch—kombinatorische VVorgehensweisen ofter in der Literatur behandelt wurden (z. B. [4], [7], [8]), soll
auch auf sie hier nicht eingegangen werden. Interessiert man sich nur fir den Fall e =2, so sei auf [16]
verwiesen, wo eine Fulle heuristischer Zugangsweisen préasentiert wird.

Natdrlich ist nicht daran gedacht, das hier dargestellte Material in diesem Umfang Schilern zu prasentieren. Die
folgenden Abschnitte verstehen sich vielmehr als Beitrag zum Hintergrundwissen des Lehrers, der sich in der
Praxis fir einen Weg entscheiden wird.

2. Vollstindige Induktion Uber n

Die Ansicht, dall man beim Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion die zu beweisende Behauptung vorher
kennen musse, ist zwar weit verbreitet, aber falsch.

Im folgenden wird gezeigt, daf? man durch vollstdndige Induktion die Potenzssummenformeln auch erhalten (und
damit gleichzeitig beweisen) kann (vgl. auch [14]).

2.1 Einfuhrendes Beispiel
Um zuné&chst mit einem konkreten Beispiel zu beginnen, sei e = 3. Die einzige Vermutung, die man haben muR,
ist, dal s® (n) ein Polynom 4. Grades in n ist:

8(3)(n)=a0 +a1-n+a2-n2+a3~n3+a4-n4.

1 Leicht korrigierte Fassung. Der Originalaufsatz erschien in: Der mathematische und naturwissenschaftliche
Unterricht 46(3), S. 131 — 138 (April 1993).
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Die Koeffizienten werden so bestimmt, daf die vollstandige Induktion tber n durchfiihrbar ist. Das heif3t im
einzelnen:

Die Induktionsverankerung (n=0) muR stimmen. Wegen s® (0) =0 folgt daraus ag =0.

Der Induktionsschritt (n — n+1) muB gemacht werden kdnnen. Das bedeutet:

13+23+---+n3+(n+1)3

3

—ap+ay-N+a,-n?+az-nd+a,-n +(n+1)3 (Ind.—Vor.)

=ag+ar-(n+1)+a, -(n+1)2 +a3-(n+l)3+a4 -(n+l)4.

Unter Berlcksichtigung der binomischen Formeln (und der Tatsache, daf aq = 0) filhrt ein
Koeffizientenvergleich auf das folgende lineare Gleichungssystem:

a;+a,+az+ay =1 (Koeff. bei n?),
2-ap+3-a3+4-a4 =3 (Koeff. bei n?),
3-ag+6-a4 =3 (Koeff. bei n?),

4-a4 =1 (Koeff. bei n3),

as =ay (Koeff. bei n*).

Von unten nach oben ergeben sich die Lésungen:

a —l' a —1' a —1' a; =0
4 41 3 21 2 41 1 Ll
so daf
5(3)(n):£.n4+1.n3+1.n2
4 2 4

ist. Dies ist die in der Einleitung angegebene Formel in ausmultiplizierter Gestalt.

2.2 Allgemeine Durchfiihrung

Die prinzipielle Verallgemeinerbarkeit dieser Vorgehensweise ist evident. Man setzt s® (n) als Polynominn
vom Grad e+1 an und schreibt

s®(n) = zn: i°
i=1

ENONINO) (€) .2 (e) e+l
=ay’ +aj; -n+ay’ NS+ 4agnt .

Wie oben folgt aus der Induktionsverankerung, dai age) =0 ist.
Verfolgt man nun den Ansatz

e+l

S(e)(n)=z age) -nJ 1

=1

flr e=4,---, 7 weiter, so erhalt man:



J. Meyer: Potenzsummen 3

sOm)= n

5(1)(n): %.nz +%.n
5(2)(n)= %-ng +%~n2 +%-n
8(3)(n): %-n"’ +%'n3 +%-n2 +0-n
s®(n) = %-ns +%~n4 +%'n3 +0-n? —3—10~n
8(5)(n): %-nﬁ +%-n5 +%-n4 +0-n3 —%nz +0-n
S(G)(n)z %-n7 +%.n6 +%~n5 +0-n* —%n?’ +0-n? +%~n
8(7)(n)= % n® +% n’ +%-n6 +0-n® —%ﬂ“ +0-n3 +%~n2 +0-n

Es ist aufféllig, dal’ der hochste Koeffizient den Wert Ll hat, der zweithdchste Koeffizient den Wert % hat
e+

und manche der Koeffizienten verschwinden.

(Bemerkt man zusétzlich Zusammenhénge zwischen diagonal liegenden Koeffizienten, wiirde sich evtl. eine
weitere Vorgehensweise nach [13] empfehlen; zu den dort angegebenen Resultaten wird hier ein anderer Weg
eingeschlagen werden.)

Hier ist man nun an einer Stelle, an der eine abstraktere Ebene hilfreich ist: Wenn man den Ansatz (1) allgemein
weiter verfolgt, gewinnt man ja vielleicht mehr Aufschluf? Giber die Natur dieser merkwirdigen Koeffizienten!

Da die Induktionsverankerung (d.h. age) = 0) schon verarbeitet wurde, muR noch der Induktionsschritt
beriicksichtigt werden. Nach Induktionsvoraussetzung gelte (1) mit zunéchst noch unbekannten age) . Daraus soll
nun

e+l .
s@m+1=>" age) (n+1)’
j=1

folgen, wobei der Schritt von n auf n+1 mit Hilfe der einfachen Rekursionsgleichung
@ (n+1)=5® (n)+(n+1)° )
getan wird. DaR also der Induktionsschritt vollfiihrt werden kann, ist gleichbedeutend damit, daf? die

Koeffizienten age) so bestimmt werden, daR die Gleichung

e+l e+l )
Zage)-(n+1)1:z age)~n1+(n+1)e ?)
-1 -1

erflllt ist. Hieraus lassen sich die age) aber durch Koeffizientenvergleich ermitteln.

Damit ist der Kern der Vorgehensweise noch einmal deutlich gemacht: (2) zusammen mit (1) liefert die

gesuchten age) .

Fuhrt man dies Programm allgemein durch, so besteht die einzige Klippe in der Berechnung der linken Seite von

3).

Es ist
e+l e+l j E )
ERETES YD IR
j=1 j=1 i=0

und der letzte Ausdruck mull nach Potenzen von n geordnet werden. Bei Unvertrautheit mit dem Summenzeichen
empfiehlt sich ein ausfiihrliches Hinschreiben:
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e+l e+l e+l
+a§3y{( 0 j_n0+( 1 j~n1+---+(e+1)~ne*l}.

Durch Umordnen folgt:

j

e+l e+l "
-n",
(kj

S5

k=0 j=k
wobei flr die letzte Gleichung age) =0 benutzt wurde.

Nun ist das einen Koeffizientenvergleich ermdglichende Resultat gewonnen, indem man in (3) die linke Seite
gemal der soeben durchgefihrten Umformung durch die angegebene Summe ersetzt und bei der rechten Seite
von (3) die Summationsvariable andert sowie die binomische Formel anwendet:

e+l e+l © j ‘ e+l © K e (e ‘
e e
pIDIHEIEEES SCRIES S M
=k k=1 k

k=0 j= =0
Es gilt fur
e+l
k=0 Zage)_l,
j=0
SIEINCENCIE
_ e e
k=1--,e Z(k)aj a +(j
j=k
k=e+1: agi)lzagi)l.

Dies alles 4Rt sich zu der (leicht umformulierten) Rekursionsgleichung fiir die age) zusammenfassen:

) . e+l J © e
Fir k=0,---, e gilt: Z K ‘ay’ = K 4)

j=k+1

Das sind e+1 Gleichungen fur a{®,...,a{®), .

Setzt man nacheinander k=e, e—1, e—2, --- ein, so erhalt man:
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e 1 1 e e e .
O - a0 -di -0 400
11 (e 11 (e ®)
€ 11 U 2® _o a® 11 j
e3 430 \3" "¢ ¢5 "6 42 \5
2.3 Ein anderer Ansatz
Will man sich (iber (4) weiterfuhrende Gedanken machen, wird man vielleicht eine kompaktere Schreibweise
anstreben.
Auf eine solche wird man gefihrt, wenn man s (n) nicht als Polynom in n, sondern als Polynom in n+1
schreibt:
e+l © .
e ]
s@m=>" bl (n+1)". (6)
j=1
Beispiele:
S(l)(n)=%~(n+l)2—(n+l),
1 3 1 2 1
sS@m)==-(n+1)°-=-(n+1)° +=-(n+1),
() =5 (n+1° =5 (n+2)" + 30+
1 4 1 3 1 2
sSOmy==-n+1)* - =-(n+1)° +=-(n+1)°.
)= (n+9* =2 (n+1°+ - (n+1)
Fur eine einfache Umrechnung der age) und bge) 18Rkt sich die Beziehung (2) verwenden:
S®@n+1) =5 (n)+(n+1)°,
also wegen (1) und (6):
e+l e+l .
e 1] e J €
Z ag ) (n+1) =Z bg ) (n+2)"+(n+1)".
j=1 j=1
Durch Koeffizientenvergleich folgt:
bge) =a§e) fir j=e und b{® =al® 1. )
Die Beziehungen (4) lassen sich nun schreiben als:
e+l J ( )
(] el .o —_— i N . e =
Fur k=0,---,e—1 gilt: Z (kj bj =0. (8)
j=k+1
(Man sieht leicht, daB (8) fur k =e falsch ist.)
2.4 Symmetrieeigenschaften
Es fallt auf, dal
al®),. =0 fur i>1 )

ist.

Der Grund hierfiir liegt darin, daB die s® Symmetrieeigenschaften haben, die allerdings nicht deutlich werden,

wenn man den in natlirlicher Weise gegebenen Definitionsbereich fur die s® (ndmlich N) beibehlt. Erweitert
man dagegen die Beziehung (2) auf ganzzahlige n, so folgt mit
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s@m)=s®@n+n-(n+1°, (10)
daB

s®(—1) =s®(0)-0° =0

$@(2) =@ (1) - (-1)° =(-)***-1°

5®)(=3) =5®) (-2) - (-2)° =(-1)*™* .(1e + 28)
und allgemein

SO (=n-1)=(-1)**-s@ ().

Nun wurde bei der Bestimmung der Koeffizienten age) in (1) nur gebraucht, dall s® (0) =0 istund (2) gilt,

nicht aber, dal3 n positiv sein musse. Der Induktionsbeweis funktioniert also auch fir negative n und liefert
natrlich dieselben age) , da man statt (2) die dazu &quivalente Beziehung (10) benutzt. Mithin ist (1) mit den

Koeffizienten nach (4) fiir alle ganzzahligen n richtig.

Das Verschwinden der ag‘i)z_i flr i >1 ist nun wegen

(_1) e+l

e-1 e
@ 1N 2@ (v (e CD e e
S (-n-1) J;aj (<17 -(n+1)" + 5 (n+1)" + ) (n+1)
und
1%L 5@ () = (—1)®*t 3 b® . (n+1)]
(°7- SO () = (Y b (n+
=1

D
=

=3 (- (e - (_21)6 (n+1)° +%.(n+1)e+l
J

I
—

eine leichte Ubungsaufgabe.

3. Vollstandige Induktion Uber e

Eine methodische Aufbereitung ist in [9] beschrieben; sie sei hier kurz fir den Fall e =3 erlautert:
Zwar 133t sich i® nicht durch i, i und 1 ausdriicken, wohl aber ist

(i+)*-i* =4.i%+6.12 +4-i+1,
Summiert man diese Gleichungen fur i=1,---, n, so erhalt man

(n+1)* -1 =4.50 () +6.5@ () +4.5O (n) +n.

s® (n) lait sich also durch s® (n), s® (n) und Potenzen von n ausdriicken; nach leichter Rechnung

bekommt man die in der Einleitung angegebene Formel fir s® (n) heraus.

Auch hier ist die prinzipielle Verallgemeinerbarkeit dieser Vorgehensweise evident. Es handelt sich um
Induktion Uber den Exponenten, und eine zugehoérige Rekursionsformel fur die Potenzsummen erhélt man
folgendermaRen:
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Es ist

(|+1)eJr1 e+l _ 261 (eJkrlj.ik,

k=0

also nach Summation

iznll [(i+l)e+1_ie+1] Izn: ze: [Hlj ik

k=0

Somit gilt die Rekursionsgleichung fiir die S(k)(n) :

(n+1)**-1=>" (ell).s(@(n). (11)
k=0

(Dabei ist S© (n) =n fiir n>0).
Schreibt man wie in Abschnitt 2.2

e+l

s@m=3anl, ()

so folgt aus (11) fiir die Koeffizienten age) :

ei (eylj_n,- _ i (elljki ¥l

j=1 k=0 =1

Wird die letztere Summe wieder nach Potenzen von n geordnet, so folgt
e+l e
e+l ;
DPIE Y
Fli=j1
und der Koeffizientenvergleich liefert:

Fir j=1,---, e+1 gilt: Z( ) 0 _ (errlj. (12)

i=j-1
Setzt man nacheinander j=e+1, e, e—1,--- ein, so erhdlt man auch hier wie in Abschnitt 2.2 die Formeln (5).

Der Aufwand, (12) zu gewinnen und zur Berechnung der age) zu benutzen, ist mit demjenigen bzgl. (4)

vergleichbar. Allerdings ist die Rekursionsbeziehung (12) ganz anderer Art als (4), da hier die a%e) Zu

verschiedenen Exponenten e in Beziehung gesetzt werden. Der gemeinsame Kern von (4) und (12)
wird im folgenden Abschnitt 4 dargestelit.
Es sei noch erwéhnt, da sich auch (12) mit Hilfe von (7) kompakter schreiben laRt:

Fir j=1,--,e gilt: 2( )bgi) =0. (13)

i=j-1
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4. Ein direkter Weqg zu den Bernoullischen Zahlen

Die in den Abschnitten 2 und 3 erhaltenen Rekursionsbeziehungen lassen sich auch einheitlich aus einer
Funktionalgleichung fiir die s@ (n) gewinnen, die wohl Snow ([10]) als erster bemerkt hat:

4.1 Die allgemeine Rekursionsbeziehung

Esist
SO (n+m) =5 )+ (n+i)°
i=1
SOy Y ("jj.nj e
i=1 j=0 ]
© o (€) i g
=S® )+ .j-n SV (m)
2]
also
5@ _s®(m4+5® ; (e) i.5E-D (m) . 14
(n+m) =8© () +s®@ (m)+>° ) (m) (14)

j=1
Fir m=1 heil3t das:
(e) (e) i &l L
S®n+1) =5 (M)+1+ (_j-nl
i
:S(e)(n)+(n+1)e,

und das ist die Formel (2), aus der durch Koeffizientenvergleich (4) folgt.
Setzt man hingegen n =1 in die Formel (14) ein, dann ist

S®@+m) =145 (m)+ Y @ 5€D(m),
i1

also

€ e i
(m+1)°® =1+ U 5D (m),
2]
=1
und das ist die Formel (11), aus der durch Koeffizientenvergleich (12) folgt.
Die Formel (14) 1aRt sich aber auch so verwenden, dal man
s® (n+m)-s® (n)-s® (m)

auf zwei verschiedene Arten ausdriicken kann. Man erhalt auf diese Weise wie in [10] eine weitere Beziehung
zwischen den Potenzsummen:

Z G‘jnl SED(m) = Z (T)m' SSIOF (15)
=1 i1

Um aus (15) eine Rekursionsgleichung fur die Koeffizienten a(ke) der Potenzsummen zu gewinnen, setzt man
wieder (1) in (15) ein und erhélt:

e (e el ) ) e (e o e—i+l . )
(_)-n’- Zai(e_”m' => (_j-m" > ale Dl
i i=1 i j=1

und ein Vergleich der Koeffizienten bei nd.m' fiihrt zur Rekursionsgleichung:
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ej -age“) . (16)

e .
Firalle i>1und j>1 mit i+j<e+1 gilt: (J_)age‘” :(I

Hierbei ist die Indexbeschréankung nicht wesentlich, da flr Indizes auBerhalb des angegebenen Bereichs die
Binomialkoeffizienten oder die Koeffizienten a&y) verschwinden.

Wie man mit Hilfe von (16) verschiedene ag(y) ineinander umrechnen kann, wird durch die
Index—Neubenennung

Xi=i; z:i=] y:=e—j

deutlicher. (16) schreibt sich dann als

)
A =N X @yn)

X y+z) ¢ 17)
V)
Insbesondere gilt fir z=1:
)
a) =2 X7 a0 (18)

y+1

Zunéchst kann man sich leicht davon (iberzeugen, daB (4) und (12) nicht verschiedene Rekursionsformeln sind,
sondern mit Hilfe von (17) ineinander transformiert werden kénnen. AuBerdem I&Bt sich mit (18) eine besonders

einfache Form fiir die Potenzsumme S® (n) gewinnen. Es ist ndmlich

e+l

1

e+l
1 Z e+l e+1-j j
Te+l (j)a& b
i1

4.2 Einfuhrung der Bernoullischen Zahlen
Schreibt man nun

1-j. 1-j
ACHT (D) (19)
und fakt die A% formal als Potenzen auf, so vereinfacht sich die Potenzsummenformel zu

s® ) = ei+1 ~((A+ n)** —Ae+1) . (20)

Dabei lassen sich die AX leicht berechnen: Da (20) insbesondere auch fiir n =1 richtig ist, gilt:

1:L.((A+1)e+1_Ae+1) fir e>1,
e+l

also
(A+)™~A™=m fur m>2 und A° =1.

Damit berechnen sich die AK rekursiv zu

Alzl; AZ:E; A3:O; A4:—i;
2 6 30

Da wegen (9) die a((f_)zli fur i>1 verschwinden, gilt aufgrund von (18) und (19), dai3
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A2 0 fgr i>1.

Die AK sind zu den gewohnlichen Bernoulli-Zahlen BK (vgl. etwa [2]) analog; auf diese wird man gefiihrt,
wenn man S® (n) nicht als Polynom in n, sondern als Polynom in n+1 betrachtet (vgl. (6) und (7)).
Weil (17) und damit (18) auch fir die b&y) gilt, hat die Potenzsumme s® (n) auch die Form

e+l .
s@(n)=>" bl (n+1)]

1

e+l
e+l i i
:il. [ ].bge“-ﬂ.(ml)l.
e+l 4
j=1

J

Schreibt man nun auch hier

e+l-j. (e+1-j)
B* =)

und fakt die BE*1 formal als Potenzen auf, so ist

S(e)(n)=$.((B+n+l)e+l—Be+l). @1)

Da dies auch fiir n=0 richtig ist, gilt:
0=(B+1)*" B fiur e>1,
also

(B+1)™ =B™ fir m>2 und B =1.

Damit berechnen sich die B rekursiv zu

st--1 g2-1 gi_g Bi--2;
2 6 30
B5-0. BS-L: B7-0 BB—__-.
42 30
BO—0 BW-2>. gll_g 812:_691;
66 2730

AuRerdem gilt, dal

B2 =0 firr i>1.
Die Bernoullischen Zahlen sind nach Jakob Bernoulli (1654-1705) benannt, in dessen ,,Ars conjectandi* (Basel

1713) i.w. die Formel (21) steht sowie die ersten Bernoullischen Zahlen angegeben sind. Die BK liegen flr weite
Bereiche tabelliert vor (eine kleine Tabelle bis zum Index 30 findet sich in [11], eine ausflihrlichere bis zum
Index 124 in [15]). Die Zahlen weisen ein recht bizarres Verhalten auf und sind mit elementaren Mitteln nicht
weiter erforschbar. In [2] z.B. sind ihre wichtigsten Eigenschaften dargestellt, und wie man aus der Angabe
dieser Quelle ahnen kann, spielen sie eine eminent wichtige Rolle in der Zahlentheorie. So verwundert es nicht,
daR sie in der mathematischen Fachliteratur sehr reichhaltig behandelt wurden und immer noch werden.

Die Namensgebung sollte aber nicht zu dem Schluf? verleiten, daf Bernoulli der erste Erforscher der
Potenzsummen gewesen ware. So hat, nach Anfangen fir kleine e im Altertum und bei den Arabern, Faulhaber

(1580-1635) Formeln fur s (n) flr e <17 angegeben, allerdings ohne Beweis oder Methode. 1636 hat dann
Fermat (1601-1665) in einem Brief behauptet, eine allgemeine Methode zu haben (und daR das glaubhaft ist,
wird in [1] erldutert; die Methode beruht auf allgemeinen Formeln flr figurierte Zahlen). Unabhéngig davon hat_
Pascal (1623-1662) wohl als erster eine allgemeine Formel fir die s (n) veroffentlicht, die ebenfalls mit Hilfe

von figurierten Zahlen gefunden wurde. Leibniz (1646-1716) hingegen schlug einen Weg (ber
Differenzenbildungen ein, und dies soll auch das Thema des folgenden Abschnitts sein.
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5. Differenzenrechnung

Einen anderen Zugang zu Potenzsummenformeln gewinnt man mit Hilfe von Differenzenbeziehungen.

5.1 lterierte Differenzen

Betrachtet man die zu summierenden ersten n Potenzen, so fallt auf, dal deren (iterierte) Differenzen eine
konstante Folge bilden:

i 01 2
Ai 111

= W
SN

i2
Ai

A% 2

S

9 16
2

N PO

N W e
ol
~

i 0 1 8 27 64
A2 1 7 19 37
A%i® 6 12 18
Ai® 6 6

Nun ist ja nach (2)
s®(n+1)-s® () =(n+1)°,

mithin 1&it sich das Differenzenschema um eine Zeile nach oben fortsetzen, worin die Potenzsummen stehen; es
ist also (exemplarisch wird hier e = 3 betrachtet)

ALt =sO -y,

Aulerdem laRt sich das Differenzenschema nach links erweitern. Dazu beginnt man mit der untersten Zeile und
arbeitet nach oben:

i 3 2 -101 2 3 4 5
A% 3 9 1 0 0 1 9 36 100
i® 27 -8 -10 1 8 27 64
AP 19 7 1 1 7 19 37

A% 12 6 0 6 12 18

Ai® 6 6 6 6 6 6

A0 0 0 0

Es bestatigt sich das Ergebnis von Abschnitt 2.4, dal3 s® (-)=0und s® (-n)= s® (1+n) ist.

Das erweiterte Differenzenschema 1aBt sich benutzen, um Formeln fiir die Potenzsummen aufzustellen:
Beispielsweise entsteht die 100 (: 13 4+2% 433 +43) am Ende der ersten Zeile durch sukzessive

Summationen:
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100
= 36+ 64
= 9+27+27+64
= 9+2.27+64
= 1+8+2-(8+19)+19+18
= 1+3-8+3-19+18
= 0+1+3-(1+7)+3-(7+12)+12+6
= 0+4-1+6-7+4-12+6
0+0+4-(0+)+6-(1+6)+4-(6+6)+6+0
= 0+5-0-+10-1+10-6+5-6+0.

(Es ist sinnvoll, in der zu i =0 gehdérigen Spalte aufzuhoren, da diese die meisten Nullen enthélt.)
Man erkennt, daf3 auf strukturell gleiche Weise (a+ b)4 gebildet wird:

(a+b)*
a-(a+ b)3+b'(a+ b)3
a?.(a+b)®+2-a-b-(a+h)* +b?-(a+h)?
a3-(a+b)+3-a2 -b-(a+b)+3-a~b2-(a+b)+b3-(a+b)
= a*+4.a%.b+6-a2-b2+4.a-b%+b*

Somit ist

100=5® (4)
—Alg3

(oo (Jrole)ael oo (ol o
:@A103+®.A°o3+®.Alo3+®.AZ o%(jﬁo%@ﬁo?

Auch hier ist die prinzipielle Verallgemeinerbarkeit dieser Vorgehensweise evident. Es folgt

k
k .
S(e) 1= Alne Ao \E
(nl)AnEiA(nk), (22)
i=0
also fir k=n:
n n i
s@m_1=at e:§:(j.Al—10e.
" ' i=0 i

Wegen A 0% =0 fir j=-1, 0 und fiir j>e vereinfacht sich diese Beziehung noch; nach Anderung das
Summationsindexes folgt

(e) _ € n+1j. i ne
S (n)_iz(;(Hl A0, (23)

An (23) ist als Phanomen bemerkenswert, daB man nur die Potenzen 1%, 2¢,---, e® braucht, um die Summe

1 +2°% + ...+ n® firr beliebiges n zu berechnen.
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Fur kleine e schreibt sich (23) als

S(l)(n):(n;d],

o-("7}e(17)
o<1 [77)

s¥(n) :(nglj +14.(n;1j +36~(n:1] +24~[n;1) ,

(4) n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
S¥(n) = +30- +150- +240- +120- :
2 3 4 5 6

Eine Formel wie (22) 1aBt sich nicht nur flr AL n® entwickeln, sondern es gilt allgemein, daf

k

A™n® =Z (T)Am”(n—k)e.

i=0

Diese Beziehung 1aRt sich als Analogon zur Taylorformel der Analysis auffassen; sie wird nach Gregory und
Newton benannt.
Setzt maninihr m=0 und k =n, so folgt, dal3

e

n
"=
i=0
C (24)
=> () A 0%,
i1 !
5.2 Summation von Differenzen
Ist (y;) eine Folge und (Ay;) ihre Differenzenfolge, so ist
n
z AYi=Yns1—Y1, (25)

i=1

d.h. Differenzenbildung und Summation sind in gewissem Sinne zueinander invers, wie das ja auch flr das
Differenzieren und Integrieren gilt:

b
jf‘(x)~dx=f(b)—f(a).
a

Die Summation von i® entspricht nun der Berechnung von jx” -dx . Man braucht im Falle des Integrals eine

Funktion f mit der Eigenschaft f'(x) = x", so daB

b b
jx” -dx:J-f'(x)-dx:f(b)—f(a)

gilt. DaR man f so leicht finden kann, liegt naturlich daran, daB die Ableitung von Potenzen besonders einfach ist.

Wie geht man im Fall der endlichen Summe vor?
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Auch hier brauchte man eine Folge (y;) mit der Eigenschaft Ay; =i°

Potenzen

AjT=(i+0)" =" =

(i

n-1
i=

. Da allerdings die Differenzenbildung bei

nicht gerade den Eindruck einer leichten Umkehrbarkeit macht, wird man nach anderen Objekten Ausschau
halten, auf die der Differenzenoperator besser anwendbar ist und mit denen Potenzen darstellbar sind.

Nach (24) gilt ja, daB
e i i
o35 (1 o
j=1

ist. Wegen

A(nilj 2@

(der Differenzenoperator beziehe sich auf i) folgt somit:

s (n) = Z_: |
%;(j)AjW

‘OQéO

=

I
N

>

>

i=1

Aot (n+1} (
j+1

Ajoe.(n+l)
j+1)’

womit man wieder (23) erhalten hat.

Mo TMe TMe TMe

[

J

o34y

1
j+

lﬂ (wegen (25))

5.3 Explizite Darstellung der Bernoullischen Zahlen

Die Darstellung (23) 188t sich verwenden, um in Verbindung mit (21) zu einer expliziten Darstellung der

Bernoulli-Zahlen zu kommen ([3]):
Esist

1
S(e) n)=—
(m e+l
und

s® (n) = Z [T:S A 08

i=1

also

-“B+n+3“¢—8“ﬁ
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Teilt man auf beiden Seiten durch n+1, so hat man
e 1 n i
B¢ +(n+1)-(-)=)» —-  |-A'0°.
( ) ( ) Z i+1 (lj
i=1
Nun liegt es nahe, n=—1 zu setzen. Auf der linken Seite bleibt B® stehen. Ob die rechte Seite {iberhaupt
-1
sinnvoll bleibt, muR man sich zunéchst tiberlegen, ebenso, was man unter ( i j verstehen soll. Eine (vielleicht

schon im Zusammenhang mit der binomischen Formel diskutierte) Méglichkeit besteht darin,

(—1] _ (D) (=2)-+ (i) _ (_1)i

Zu setzen.
Dann ist

v3)
@
Il
M-
R
N
>
o
@

i=1
Beispielsweise ist
1,14 36 24 1

BY=—-=+ + -——.

2 3 4 5 30
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