Von der Normalparabel
zu kubischen Kurvent

von

Jorg Meyer, Hameln

Zusammenfassung: Alle kubischen Kurven, die achsensymmetrisch und rational parametri-
sierbar sind, werden durch Spielereien an der Normalparabel gewonnen. Auch die Schatten-
wirfe kubischer Kurven werden diskutiert.

Summary: Every cubic curve which is axisymmetric and which has a rational parametriza-
tion can be obtained by simple operations on the quadratic parabola. The shadows of cubic
curves will be explained as well.

Didaktische Einleitung

Im herkdmmlichen Mathematikunterricht zur VVektorgeometrie sind Geraden, Ebe-
nen und Kreise / Kugeln immer noch die hauptsachlichen Inhalte, und zur Untersu-
chung dieser doch recht banalen Objekte werden weitausholende Methoden entwi-
ckelt. Dies hat aus didaktischer Sicht entscheidende Nachteile:

1. Die Objekte laden per se nicht zu einer weiteren Exploration ein. Was ist (aus
Schulersicht) schon an Geraden spannend? Dies wird im Unterricht dadurch
aufgefangen, dass Schnittpunkte und Schnittwinkel berechnet werden —
wodurch der Schiler den falschen Eindruck bekommt, als sei das gesamte Me-
thodenarsenal nur fir dieses (maRig spannende) Aufgabenmaterial entwickelt
worden; Schulbicher verstérken dieses Empfinden noch.

2. Der Methodenreichtum (mindestens zwei Produkte, verschiedene Maglichkei-
ten der Objektbeschreibung) steht in krassem Missverhéltnis zur Kargkeit der
Objekte. Die Schuler erfahren gar nicht die Kraft und die Potenz der Metho-
den.

3. Die Schiler haben nicht die Mdglichkeit, Objekte zu generieren. Selbst er-
zeugte Objekte sind immer spannender als fremd erzeugte oder sattsam be-
kannte.

4. Diejenigen Fragen, die in der Geschichte der Mathematik zur Entwicklung der
Methoden gefiihrt haben, sind zu den herkdmmlichen Aufgaben fast disjunkt.

5. Da die gangigen Aufgaben Standardlésungen haben (Winkel mit Skalarpro-
dukt, Abstande mit Hessescher Normalform, Schnitte mit GauRverfahren, und
fiir die restlichen ,,Probleme* stehen die Formeln in der Formelsammlung),

! Der Aufsatz erschien in mathematica didactica 21 (2), S. 84 - 108 (1998). Er
wurde hochgeladen mit freundlicher Erlaubnis des Verlegers.
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kdnnen sich bei den Schillern nicht in dem Sinne Fahigkeiten ausbilden, dass
sie selbstdndig zu einem Problem eine geeignete Methode auswéhlen. Das
fiihrt sogar dazu, dass bei zweidimensionalen Aufgaben in der Vektorgeomet-
rie die Geradenform y=m-x+n verpont ist.

6. Geraden, Ebenen und Kreise/Kugeln laden nicht zu einer Verkniipfung mit der
Analysis ein, so dass die Vektorgeometrie zu einem vom Rest der Mathematik
abgeschotteten Gebiet wird.

7. Die Odheit der herkommlichen Vektorgeometrie hat einen an der Schule mo-
ribunden Status herbeigefihrt. Wie soll der Lehrer so etwas Langweiliges auch
spannend unterrichten?

Ich beschreibe hier Elemente einer Unterrichtseinheit, die diese Nachteile nicht hat.
Sie deckt sogar einige derjenigen Unterrichtsziele ab, die im Schulunterricht viel
zu selten realisiert werden. Es handelt sich bei dieser Einheit um die Untersuchung
selbsterzeugter zweidimensionaler Kurven: Durch einfache Spielereien mit der
Normalparabel werden kubische Kurven gewonnen. Der Computer ist dabei ein
unverzichtbares Hilfsmittel. Zu den oben erwahnten Kritikpunkten:

Ad 1.

Ad 2.

Ad 3.

Ad 4.

Ad 5.

Ad 6.

Die in dieser Einheit untersuchten Kurven sehen viel interessanter aus als
Geraden oder Kreise. Wenn man sie mit Hilfe eines Computers erzeugt (mit
dynamischer Geometriesoftware oder mit einem Funktionenplotter), bleiben
in vielen Fallen dennoch Fragen beziiglich der Gestalt offen (s. u.). Solche
Fragen brauchen vom Lehrer nur angeregt zu werden.

Abhéngig von der Eindringtiefe in den Gegenstand dieser Unterrichtseinheit
wird man die bekannten Methoden organisch erweitern. Die Entwicklung
der Methoden wird vom Untersuchungsobjekt gesteuert.

Die Methoden kénnen dazu benutzt werden, andere, vom Schiiler selbst er-
fundene, Kurven sinnvoll zu untersuchen. Er kann mit der Normalparabel
anders spielen, als es hier beschrieben steht, und er kann vieles statt mit der
Normalparabel auch mit dem Kreis oder sonstigen Ausgangskurven ma-
chen.

Die Untersuchung von Kurven und Flachen hat in der Geschichte der Ma-
thematik eine groRe Rolle gespielt, auch in der Entwicklung der Vektorge-
ometrie.

Die ,,Spielereien” miissen mathematisch behandelt werden, wenn man die
entstehenden Kurven ndher untersuchen will. Wie diese Behandlung ge-
schieht, ist fast beliebig; sie ist sogar weitgehend mit Mittelstufengeometrie
maoglich. (Nach meinen Erfahrungen bei Fortbildungen haben Lehrer mit
dieser Methodenfreiheit viel mehr Probleme als die Schiiler.)

Man wird sehen, dass die Untersuchung der erzeugten Kurven die Einbe-
ziehung der Analysis erforderlich macht. Man kann nicht einmal sagen, ob
die Einheit eher der Analysis oder eher der Vektorgeometrie zuzuordnen ist.
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Ad 7. Durch interessante Objekte kann der Mathematikunterricht nur belebt wer-
den.

Die oben erwéhnten weiteren Vorteile sind:

8. Weite Bereiche der Einheit kdnnen parallel in Gruppenarbeit erschlossen wer-
den; dies ist sogar die angemessene Unterrichtsform.

9. Man wird sehen, dass die erzeugten Kurven jeweils zu einer selbstandigen sys-
tematischen Variation einladen. Dies Ziel kommt im gewohnlichen Unterricht
der Vektorgeometrie viel zu kurz. Meine Unterrichtserfahrungen haben ge-
zeigt, dass Lernende (in Grund- und Leistungskurs) hier zunachst betrachtliche
Defizite haben.

10. Man wird auch sehen, dass die erzeugten Kurven jeweils zu einer lokalen
Klassifikation einladen. Das kennen die Schiiler in der Kurvendiskussion von
Funktionsscharen, aber kaum in der VVektorgeometrie.

11. SchlieBlich wird man auch sehen, dass die ebenen Kurven durch eine raumli-
che Behandlung Gberraschend an Durchsichtigkeit gewinnen.

Natdrlich lassen sich mit der hier vorgestellten Einheit nicht alle Ziele des Mathe-
matikunterrichts erreichen. So haben die Spielereien mit der Normalparabel nichts
mit Anwendungs- oder Realitatsorientierung zu tun. Allerdings spielen die Resulta-
te der Spielereien, die kubischen Kurven, eine Rolle im Computer Aided Geomet-
ric Design, also in einem Gebiet, das von Anwendungen der VVektorgeometrie lebt.

Zu den Lerngruppen: Die Erzeugung der kubischen Kurven und deren phanomeno-
logische Klassifikation l&sst sich im Grundkurs erfolgreich durchfihren; die ma-
thematische Klassifikation ist natiirlich dem Leistungskurs vorbehalten.

Mathematische Einleitung

Die erste — fast vollstdndige — Klassifikation der kubischen Kurven stammt von
Newton; er kommt auf gut 70 verschiedene Typen. Beschranken wir uns auf zur
y-Achse symmetrische kubische Kurven, so zeigen einfache Uberlegungen, dass
nur die folgenden Gleichungen zu erwarten sind:
x? :a-y?’+b-y2 +c-y+d

Diese Kurven heiRen divergente Parabeln (Kap. 1).

x? .y=a-y3 +b-y2 +c-y+d
Diese Kurven haben verschiedene Namen:

Fur a <0 heilRen sie defektive Hyperbeln (Kap. 3), sie haben nur eine
Asymptote.
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Fir a > 0 heiBen sie redundante Hyperbeln (Kap. 4), sie haben drei Asym-
ptoten.

Fir a=0; b=0 heilen sie parabolische Hyperbeln (Kap. 5), sie ndhern
sich der Normalparabel an.

Fir a=0; b=0 heilen sie Kegelschnitt-Hyperbolismen (Kap. 6 und 8).

All diese Kurven kénnen Wendepunkte haben (wenn, dann immer genau zwei) o-
der Doppelpunkte (wenn, dann immer genau einen) oder Spitzen (maximal eine).
Solche Punkte werden in Kapitel 2 diskutiert.

Der Inhalt dieses Beitrags besteht darin, zu zeigen, dass man alle achsensymmetri-
schen kubischen Kurven, die rational parametrisierbar sind, durch recht elementare
Spielereien an der Normalparabel gewinnen kann. ,Rationale Parametrisierung*
bedeutet, dass jeder Punkt der Kurve beschrieben werden kann als
f(t

c L( ®
h(t) La()

bische Kurven, deren allgemeiner Punkt nicht so darstellbar ist: Die kubische Fer-
matkurve mit x3+y3 =1 ist symmetrisch zur 1. Winkelhalbierenden des Ko-

ordinatensystems, hat aber nur zwei Punkte mit rationalen Koordinaten und ist da-
her nicht rational parametrisierbar.

Dass hier wirklich alle achsensymmetrischen kubischen Kurven mit rationaler Pa-
rametrisierung erreicht werden, wird dadurch gezeigt, dass wir alle von Newton
angegebenen Typen erreichen (,,alle” heif3it also ,,alle modulo Newtons Klassifika-
tion*; deren Vollstdndigkeit wird hier natiirlich nicht diskutiert). Um dies deutlich
zu machen, werde ich alle einschldgigen Graphiken Newtons zitieren; eine Angabe
wie N 13 bezieht sich auf Fig. 13 in Newtons Arbeit.

J, wo f, g und h Polynome vom Maximalgrad 3 sind. Es gibt ku-

1. Divergente Parabeln
Man spiegele die Gerade
g:y=vV punktweise an der
Normalparabel. C

Wie macht man das? Zum
Beispiel so:

t
Von jedem Punkt Pz(tzj

der Normalparabel wird die P
Normale mit dem allgemeinen
Punkt

X(S):(ttzJ-'-S.[_i.tj L 9
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gebildet; diese schneidet die Gerade g fir s=v-t> in L=X(v—t2)

1

t —2.t
:(tz}r(v—tz)( ]:( j Dann gilt fur den gespiegelten Punkt C die Be-
v

schreibung C(t) = X(-v+ t2) , also ist

Natirlich gibt es andere Methoden,
den Punkt C zu berechnen. Das auf
den ersten Blick naheliegende Ver-
fahren, zum Punkt L den zugehori-
gen Parabelpunkt P zu suchen,
fuhrt allerdings auf eine Gleichung
3. Grades (da es von manchen
Punkten der Ebene aus drei Nor-
malen auf die Parabel gibt). Schii-
ler sollten erfahren, dass der naive
Weg Fallstricke haben kann, man
aber durch Umkehr der Blickrich-
tung (nicht von L ausgehen, son-
dern von P) trotzdem zu einer ein-
fachen Lésung kommt.

Nebenstehend die Kurven fiir
v=0 (N 72),

v:—% (N 75) und
v=-1(N73).

Schiler neigen zunéchst dazu, nur
flr einen einzigen Wert von v die
Kurve zu besichtigen. Die Erkun-
dung des Formenreichtums durch
systematische Variation ist ein Un-
terrichtsziel, das auch in den Kapi-
teln 3 bis 8 zum Tragen kommt.

c(t) = (

t-(1+2-v)-2-t3
2.2 —v

J
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Die Kurven heiRen divergente Parabeln; sie zeigen Ph&dnomene, die von Funkti-

onsgraphen oder von quadratischen Kurven nicht bekannt sind. Flr v > —% gibt es

einen Doppelpunkt, der fur v:—% zu einer Spitze entartet; und fir v<—% hat

die Kurve zwei Wendepunkte.

Dies alles lasst sich allein aus den Graphen naturlich nicht sicher erkennen, so dass
ein Motiv gegeben ist, solche Punkte analytisch néher zu untersuchen. Dies ge-
schieht in Kapitel 2.

Durch Entparametrisierung bekommt man die Kurvengleichung fir C(t) , ndmlich

2.x% =(y+Vv)-(y—v—1)%| (Dies ist bemerkenswert fiir den Fall v<—%: durch

0
die Entparametrisierung ist der Punkt (v 1] hinzugekommen.)
+

2. Doppelpunkte, Wendepunkte und Spitzen

Doppelpunkte:
Wir betrachten die Kurve mit dem allgemeinen Punkt X(t) . Ein notwendiges Kri-
terium fur einen Doppelpunkt ist X(t) = X(s) fur t=s. Um zu entscheiden, ob es

auch hinreichend ist, muss man sich auf der begrifflichen Ebene dariiber einigen,
was ein Doppelpunkt Uberhaupt sein soll. Soll der Kreis mit dem allgemeinen

cos t
Punkt X(t) :[sin J aus Mehrfachpunkten bestehen oder nicht? Wie ist es, wenn

2-1
%«(2 J? Demnach
t2+1 (17 -1

ist die Eigenschaft, Doppelpunkt zu sein, von der gewahlten Parametrisierung ab-
hangig! Wie steht es mit Kurven wie den beiden folgenden?

man den Kreis rational parametrisiert, etwa mit X(t) =

e

Bei kubischen Kurven kommen solche Graphen nicht vor; ein hinreichendes Krite-
rium ist daher X(t) = X(s) fiur t=s und X'(t) = X'(s) .
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Krimmung:
Man erhélt den zu X(t) gehorigen Krimmungskreismittelpunkt M(t) , indem man
die Normale zu X(t) mit der Normalen zu X(t+h) schneidet und im Schnitt-
punkt h gegen Null gehen lasst. Am besten kann man Geraden miteinander schnei-
den, wenn die eine in Parameterform und die andere in Normalenform gegeben ist.
Fir die Normalenform braucht man einen zum Tangentenrichtungsvektor X'(t) or-
thogonalen Vektor; dieser sei mit X' (t)l bezeichnet. (Zwar ist X' (t)l nicht ein-
deutig; die damit verbundene Unbestimmtheit wird sich aber wegkirzen.) Fir die
allgemeinen Punkte Y der erwéhnten Normalen gilt dann:
Y = X(t)+s- X' () (Normale zu t) und
Y- X' (t+h)=X(t+h)-X'(t+h) (Normale zu t+h).
Die Schnittpunktsbestimmung fuhrt auf
X(t+h)—X(1)
(X(t+h)=X(t))- X' (t+h) h
X'(t)* - X' (t+h) x (L XM =X ’
h

-X'(t+h)
fir h—»0 bekommt

man den Term XXM paner ist M(t) = X(t)+M

X () - X"() X' (O X"(1)
X () X"(1)
(o

X)L die

Krimmung als reziproker Krimmungskreisradius ist «(t) = . Bei

0
diesen Betrachtungen ist X'(t) # (Oj vorausgesetzt.

Ist X'(t)L -X"(t) =0, so ist zwar der Begriff des Krimmungskreises nicht mehr
sinnvoll, wohl aber der Begriff der Krliimmung.

Wendepunkte:
Bei Wendepunkten dndert die Kriimmung ihr Vorzeichen. Wendepunkte sind
dadurch charakterisiert, dass der Ausdruck X'(t)*-X'"(t) fiir den betreffenden

Parameter mit Vorzeichenwechsel verschwindet. Die Wendetangente durchsetzt
die Kurve.

Spitzen:
Spitzen sind Umkehrpunkte, d.h. wenn man sich die Kurve durch die Bewegung
eines Punktes entstanden denkt, so kommt die Bewegung bei einer Spitze zu einem
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Halt und setzt sich dann in entgegengesetzter Richtung fort. Bei einer Spitze sind
die x-Koordinate und die y-Koordinate beide lokal extremal, d.h. es muss

0
X'(t) :(O] sein. Nun kann man aus dem Verschwinden von X'(t) nicht schlie-
Ren, dass die Koordinatenfunktionen lokal extremal sind. Die Kurve mit

3
X() = [tsJ bei t=0 liefert ein einfaches Gegenbeispiel. (Hier sieht man wieder,
t

dass Umparametrisierungen zwar nicht die Geometrie der Kurve andern kdnnen,
u. U. aber durchaus die Analysis der Kurve!)

Komplizierte Gegenbeispiele dafir, dass das notwendige Kriterium die geometri-
schen Verhéltnisse nur unzureichend erfasst, werden durch die Kurven mit den all-

3 3
gemeinen Punkten [tﬂr} und [tsj geliefert:
t t

Ein hinreichende Kriterium ist (wie bei Extremwerten) /

0 0
X'(t):(O] und X''(t) ;{0) Dass es nicht notwendig
£
ist, zeigt das Beispiel | . |.
t

Nach diesen begrifflichen Klarungen lassen sich die Be-
funde bei den divergenten Parabeln analytisch absichern.
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Methodischer Hinweis:

Fur die folgenden Kapitel 3 bis 8 bietet sich Gruppenarbeit an; jede Gruppe behan-
delt parallel den Stoff eines Kapitels oder mehrerer. Natirlich kénnen die Schiler
auch eigene andere Vorschlage verwirklichen.

3. Defektive Hyperbeln

0
Wir spiegeln den festen Punkt Q :( J auf der
%

y-Achse an allen Tangenten der Normalpara-
bel. Man bekommt im wesentlichen dieselbe
Kurve, wenn man die Lotfullpunkte C von Q
auf den Parabeltangenten betrachtet. Die ent-
stehende Kurve heilit Pedalkurve bzgl. Q. Ein
mogliches Verfahren ist:

Die (variable) Parabeltangente t im Punkt

t
P :[tzjhat die Gleichung y=2-t-x —t?; die

Normale von Q auf t hat die Gleichung

-1 .
=——-X+V.Esist
y 2-t

4211 \t2-(4-v-1)

2
C(t) = ! (2 t (t +V)}dabei muss v¢% sein.

Hier die Kurven fir v=-2 (N 46) und v=0 (N 47):
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Und hier die Kurven fur v :% (N 49)und v=2 (N 48):

Die Gleichung lautet Xz-(4-y—4-v+1)=—4-y-(y—v)2. (Bei v>0 kommt

0
durch die Entparametrisierung der Punkt (VJ hinzu.)

Spitzen gibt es genau fur v =0, Wendepunkte genau fiir v >0 und Doppelpunkte
genau fir v<0.

Fur a — +oo ist die Gerade mit y = V—Z einzige Asymptote. Diese wird von der

Kurve nicht geschnitten.

Die Kurven heif3en defektive Hyperbeln; der Name ,,defektiv erklért sich daraus,
dass diese kubische Kurve nur eine einzige Asymptote hat, wéhrend eine quadrati-
sche Hyperbel deren zwei aufweist. Im folgenden Kapitel geht es um Kurven mit
drei Asymptoten, die deshalb ,,redundant™ heiflen.

Weiterfihrende Frage:

Offensichtlich berlhren die Pedalkurven immer die Ausgangsparabel. Ist das wirk-
lich immer der Fall, und welcher Art ist die Bertihrung?
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4. Redundante Hyperbeln

Die Pedalkurvenkonstruktion aus Kapitel 3
wird leicht abgewandelt, indem das Lot auf ei-
ne Parabeltangente geschnitten wird mit der
jeweils an der Parabelachse gespiegelten Tan-

gente.

Man erhalt

C(t) =

1

4121

[zifen)

Damit sich Uberhaupt ein Schnittpunkt ergibt,

1 . . .
muss t;tJ_rE sein. Damit sich eine Kurve

. 1
ergibt, muss v;t—z sein.

Nachfolgend die Kurven samt Asymptoten, und zwar oben fir v=-1 (N 24) und

1
V=3 (N 18) sowie unten fiir v=0 (N 19)und v=2 (N 21).
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Man erhalt die Newtonbilder N 36 fiir v:—%, N 25 fir v:—% und N 20 fur

1
v==,
4

Die Gleichung lautet x2 -(4-y-4-v-1 =4-y-(y—v)2.

(Fir v= —% gibt es ein Problem: Die Parameterform beschreibt eine Gerade, die

Gleichung aber zusétzlich ein Geradenpaar. Ferner ist durch die Entparametrisie-

0
rung fir v >0 der Punkt Q =( J als Kurvenpunkt hinzugekommen.)
%

Spitzen gibt es genau fiir v =0, Wendepunkte genau fir v >0 und Doppelpunkte
genau fur v<0.

Die Kurven heiRen redundante Hyperbeln; sie haben drei Asymptoten (daher der

Name): Flr t — +oo ist die Gerade mit y:v+% Asymptote; fur t—>i% ist die

Gerade mit y= 1x+(%—%) Asymptote. Letzteres wird klar, wenn man den all-

_2.t.[¢2 0
gemeinen Punkt der Asymptote als 1|2t t2+v +
4121 (+2-t-(t?+v]) (v/2-1/8

schreibt.

Weiterfihrende Fragen:

Unter welchen Bedingungen liegt die Kurve oberhalb der waagerechten Asym-
ptote?

Unter welchen Bedingungen schneiden sich die schragen Asymptoten oberhalb der
waagerechten Asymptote?

In welchem Quadranten néhert sich die Kurve fur t —>% der schrdgen Asymptote

an?
Unter welchen Bedingungen liegt die Kurve oberhalb der schragen Asymptote?

Was geschieht bei v = % ?

Welcher Art ist die Beriihrung von Parabel und redundanter Hyperbel?
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5. Parabolische Hyperbeln

Man spiegele die Nor-
malparabel an einer fes-
ten Geraden entlang
Scheitelpunktsehnen.

Die  Gerade durch

S= (0) und  durch
0 P

t
P=[t2j schneidet die

vorgegebene Gerade mit
y =V im Punkt

/

v/t .
L:( ] Spiegelt man P
v

an L, so erhalt man den
Kurvenpunkt

C(t):(Zv/t—tj

9.y _t2 Dabei

muss v =0 sein.

Nebenstehend die Kurven

flr v:% (N 58) und fir

v=-1 (7
5 (NS7).

Die Gleichung lautet

x?-(2-v-y) =y?|

Spitzen gibt es nie, Wende-
punkte genau fir v<0 und
Doppelpunkte genau fir
v > 0. Doppelpunkte haben
keine Schleifen zur Folge.

t
Wegen lim C(a) :( OOJ ist die Gerade mit y =2-v Asymptote.
t—0 2-v
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Fir t— +oo ist die gespiegelte und verschobene Parabel mit dem allgemeinen

-t 0
Punkt ( tZJJ{Z v) Asymptote. Aus diesem Grund heiBen diese Kurven dann

parabolische Hyperbeln.

6. Kubische Hyperbeln

t
Der  Punkt P:(tZJ

durchlaufe die Parabel
mit dem Scheitelpunkt

0
S= [Oj Die Gerade SP L

schneidet die vorgege-
bene Gerade mit der
Gleichung y=v im

v/t S
Punkt L = .k

v/t
Der zugehdrige Punkt |C(t) :( 2 j liegt auf der Hyperbel (N 69) mit der Glei-

V2

chung|y = | Natirlich kann v auch negativ sein, aber nicht Null.
X

Die Kurven heilRen kubische Hyperbeln (aus Klasse 10 bekannt).

Die hier beschriebene Zuordnung P — C heift nach Newton Hyperbolismus (N&-
heres in Gomes Teixeira I, 99). Der von v abhangige Hyperbolismus ordnet jedem

X v-x/
Punkt (yj den Bildpunkt ( y yJ zu. Eine kubische Hyperbel ist demnach ein

Hyperbolismus einer Parabel.

7. Kegelschnitte

Kegelschnitte sind zwar keine kubischen Kurven, dienen aber zur Abrundung des
Bildes. Zudem werden sie im folgenden Kapitel benétigt.
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Ellipsen: Der Punkt
t

P :(tZJ durchlaufe die

Parabel mit dem Schei-

0
telpunkt S= (OJ . Der

0
Punkt Q:[ j sei fest
%

auf der y-Achse. Die
Parallele der Kurven-
normalen in P durch Q

2.

tlv .(1]
2.t2 41 \t

schneidet die Gerade SP in C. Es ist |C(t) =

Hyperbeln: Eine leichte
Modifikation der obigen
Konstruktion fuhrt zu
einer Hyperbel, die die-
selbe  Symmetrieachse
wie die Parabel hat:

Die Parallele zur Kur-
vennormale wird nicht
mit SP geschnitten, son-
dern mit derjenigen Ge-
raden, die entsteht,
wenn man SP an der Pa-
rabelachse spiegelt. Die-
se Gerade hat

mit der Kurvengleichung

2 2
v v . R .
x?2 +2~(y—5j =—| Natirlich kann v auch negativ sein, aber nicht Null.

y =—t-x als Gleichung; der Kurvenpunkt ist nunmehr

.t -1
C(t):LzV'E ] mit
2.t°-1 (1

2 2
der Kurvengleichung —x? +2~(y—%) =V—. Wiederum kann v auch negativ

sein, aber nicht Null.
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8. Hyperbolismen von Ellipse und Hyperbel

Wir haben gelernt, wie man eine Ellipse oder eine Hyperbel aus einer Parabel kon-
struieren kann. Auf die neuen Punkte lassen sich nun Hyperbolismen anwenden;
man gelangt dadurch zu neuen kubischen Kurven.

Hyperbolismen von El-
lipsen: Der Punkt

2-t-v (1
E(t) - [ j

2-t24+1 t C E
durchlaufe die Ellipse.
Die vorzugebende Gerade

habe die  Gleichung L
y=W.

Der Bildpunkt (N 67) von

E ist S

w/t . . 2 2
C(t) =(2.t2 Vi@ 12 +1)j : die Kurvengleichung lautet (X -y =2-w* - (v-Y)]|.

Die Kurve hat zwei Wendepunkte und als Asymptote fir a — 0 die Gerade mit
y=0.

Hyperbolismen  von
Hyperbeln: Der Punkt

_ C

H ==Y ( lJ A
2-t°-1 ( t

durchlaufe die Hyper- L

bel. Die vorzugebende

Gerade habe wieder die S

Gleichung y=w.

Der Bildpunkt (N 64)

von H ist

C() = Wit : die Kurvengleichung ist [x2 -y = 2-w? - (y V)
“l22vie 2y g g y= Y=V}

Die Kurve hat keine Wendepunkte und drei Asymptoten, ndmlich fiir a —0 die

Gerade mit y=0 und fur a ai\/g jeweils die Gerade mit x =Fw-/2.
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9. Zusammenfassung

Kurvenpunkte und Gleichungen wirken noch recht unibersichtlich und wenig ein-
heitlich. Durch affine Variablen- und Parametertransformationen I&sst sich dieser
Zustand verbessern. Natirlich kann man diese erst finden, wenn man schon mehre-
re Typen kubischer Kurven kennengelernt hat. Dabei ist es keineswegs eindeutig,
was man unter einer ,,optimalen Form* von Kurvenpunkt oder Gleichung verstehen
soll.

Das jetzt verfolgte Unterrichtsziel kann man mit ,Ubersicht gewinnen* bezeich-
nen. Wir werden diese Ubersicht in zwei Stufen erreichen (hier und in den beiden
nachsten Kapiteln).

Zunachst wird man die Parametereinteilung vereinheitlichen wollen und bei der
divergenten Parabel 1+2-v =—w setzen. Dann gilt;

Spitze < v:—% < w=0
Doppelpunkt < v>—% < w<0

Wendepunkte < v < —% < w>0

Die Berechnung des Kurvenpunktes gestaltet sich nun noch einfacher, wenn man
1+2-v=-2-w setzt; an den obigen Aquivalenzen &ndert sich dadurch nichts.

3
Der Kurvenpunkt ist nun C(t) = t (_22 w)-2-t .
2-t“+w+1/2

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man die Kurve streckt, spiegelt oder
verschiebt. Es ist eine sinnvolle Vereinbarung, zu sagen, dass sich dadurch die Ge-
stalt der Kurve nicht wesentlich &ndert. Beim Kreis wére diese Vereinbarung in
Bezug auf Streckungen sinnlos, aber bei allen anderen bekannten Kurven ist man
im Unterricht auch so vorgegangen. Eine Sinuskurve bleibt eine Sinuskurve, auch
wenn man sie streckt, spiegelt oder verschiebt; dass sie eventuell eine Cosinuskur-
ve wird, dndert nichts an dem Tatbestand.

Die divergente Parabel wird man zum Zwecke der Vereinfachung vielleicht in
t-(-2-w)-2-13

y-Richtung verschieben (Ziel:
2-t2 +2.w

]), dann in beide Achsenrichtun-

t-W+t3

gen strecken (Ziel: [ ) J). Man erhélt fur die divergente Parabel dadurch die
t

+Ww

t
einfache Formel C(t) = (t2 +W)-{J.
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Entsprechend kann man fiir die anderen kubischen Kurven vorgehen und bekommt
nach geeigneten affinen Variablen- und Parametertransformationen etwa:

c (tz ) t w<0 DP
divergente Pa- =\ +wj 2 _\,2 w=0 Sp
1 XT =y~ (y—-w

rabel yoly-w) w >0 WPe

w<0 DP
defektive Hy- 2w [t x2~(y—1):—y2-(y—w) w=0 Sp
perbel C=" 1 w >0 WPe
w=1 t°+1

w<0 DP
redundante Hy- 2w (t X2 (V=1 =v2.(v+wW w=0 Sp
perbel C= 5 ~J y=D=y"-(y+w) w >0 WPe
w = -1 t°-1

w <0 DP
parabolische t2iw (1 x2 . (v —w) = v2 w >0 WPe
Hyperbel C=— ~J (y=w)=y
w =0

c >0 WPe
Hyperbolismus 1/t x2 y=1l-c-y

% (o t? +1)

Ubrigens: Es gibt noch zwei
weitere Beispiele von diver-
genten Parabeln, die aber
nicht rational parametrisier-
bar sind. Diese haben etwa

die Gleichungen O

x2 :y-(y2 -1 (N70/71)
und

2 _ 2
X< =y-(y“+1 (N 74).

Die Fermat-Kurve (x3 +y3 =1) ist eine (nicht rational parametrisierbare) defekti-
ve Hyperbel, wie man erkennt, wenn man sie um 45° dreht. Die Kurvengleichung
lautet dann 3-x2 .y:—y?’ +/2.
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10. Raumliche Bilder

Newton schreibt auf Seite 635: ,,And just as the circle by projecting its shadows
generates all conics, so the five divergent parabolas by their shadows generate and
exhibit all other curves ...

Dies ist mit Hilfe des Computers viel besser zu sehen als mit realen Schatten.

Defektive Hyperbeln:
2
t

+w (t .
()
te+1 1

w =1. Man bekommt ihn auch als Schnittpunkt der Ebene E: z =1 mit der Ver-

Ein allgemeiner Punkt einer defektiven Hyperbel ist C(t) =

0 t-(t2+w)
bindungsgeraden von 0=|0| zu R(t):= t2+w |. Schreibt man
0 t2 +1
0 w 0 1
R(t)y=|w|+t-] 0 +t2.|1|+t3.| 0], so sieht man, dass R eine ebene Kurve K
1 0 1 0
x) (O
beschreibt. Die Kurve K liegt in der Ebene F: |y || 1 |=w-1; wegen w=1
z)\-1

geht F nicht durch den Ursprung.
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Fiahrt man in F ein lokales u-v-Koordinatensystem ein, dessen u-Achse in Richtung

1 0 0
von | 0 | und dessen v-Achse in Richtung von | 1 | zeigt mit | w | als lokalem Ur-
0 1 1

. (u tw+td) . . .
sprung, so ist = 9 ein allgemeiner Punkt von K mit der Kurvenglei-
A t

chung u? =V-(V+W)2. Es handelt sich daher bei K um eine im Raum liegende
divergente Parabel. Diese liegt immer unterhalb von E. (Die obige Graphik zeigt
die Verhaltnisse bei einer Kurve mit Doppelpunkt.)

~

Redundante Hy-

perbeln: K
Hier ist die Rech-

nung ganz analog;
die Punkte auf der
divergenten Para-
bel mit z=0 sind

durch einen dicken . E
Punkt gekenn- i o
zeichnet.

Parabolische Hyperbeln:

Ein allgemeiner Punkt einer parabolischen Hyperbel ist C(t) =

t2 yw (1 .
. mit
t t

t? +w w 0 1 0
w=0. Hier beschreibt R(t)= t~(t2+w) =| 0 |+t-|w|+t? |0 [+t3|1
t 0 1 0 0
keine ebene Kurve mehr!
1) 1+w-t? [t .
Betrachtet man statt dessen D(t):=C P e matl P , S0 beschreibt der zuge-
t
0 1 0 w
hoérige Punkt R(t)=|1 |+t-| O +t2 w|+t3.] 0 | wiederum eine ebene diver-
0 0 1 0

gente Parabel (siehe ndchste Seite oben).
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U

Hyperbolismen:

3
Hier schreiben wir wieder D(t)::CGJ: ! -(G'Ht J mit

c+1? 1
0 c 0 1
R(t)y=|1|+t-|0 +t2./0[+t3-] 0| und erhalten so eine divergente Parabel in
c 0 1 0

der Ebene F: y=1:

/

O

Damit haben wir alle aufgetretenen kubischen Kurven als Zentralprojektionen von
divergenten Parabeln deuten kdnnen. Newtons Leistung war allerdings wesentlich
groRer, da er alle kubischen Kurven behandelt hat, nicht nur die rational parametri-
sierbaren.
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11. Zweite Zusammenfassung

Die Uberlegungen des letzten Kapitels filhren zu einer noch ibersichtlicheren
Form der Kurvenpunkte:

t
Eine divergente Parabel hat den allgemeinen Punkt C(t)=(t2 +W)'(:J und die

Gleichung x? = y2 (y—w)|.

defektive 2 :
Eine < parabolische; Hyperbel hat den allgemeinen Punkt |C(t) = 2+W [1] flr
redundante e

e>0
¢=0; mit w = ¢. Die Gleichung lautet x2 ~(y—1)=y2 -(W—g-y)|.
e<0

Fur alle diese Hyperbeln sowie fir die divergenten Parabeln gilt: Fir w <0 gibt es
einen Doppelpunkt, fiir w =0 eine Spitze und fur w >0 zwei Wendepunkte.

1

t2+8

auch in das Schema passen, stellen aber keine kubischen Kurven dar, sondern Ke-
Ellipsen £>0

gelschnitte, und zwar < Parabeln » fur <e=0¢. (Man bekommt diese Form des
Hyperbeln £<0

Nebenbei: Kurven mit dem allgemeinen Punkt C(t) =

t
[lj wirden zwar

Punktes, wenn man bei den Formeln in Kapitel 7 jeweils t durch % ersetzt.)

und der Glei-

t
1/(t% +¢)

t
chung x?2 -(y—1) =1+e—e-y|erhélt man aus dem Kegelschnitt-Punkt ! [ J

Die Hyperbolismen mit dem allgemeinen Punkt |C(t) :(

t°+e 1

/
durch Anwendung der Abbildung Cj - (ny] (man vergleiche Kapitel 6). Fur

£>0 Ellipse
€ =0; rdhrt der Hyperbolismus von einer < Parabel ; her.
£<0 Hyperbel
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Weiterfuhrende Frage:
defektive

Wir haben in Kapitel 10 die < parabolische} Hyperbel als Zentralprojektion der
redundante

t3+w-t
divergenten Parabel mit dem allgemeinen Punkt R(t) = t? +w | auf die Ebene
t? +¢
mit der Gleichung z =1 gewonnen. Was passiert, wenn man R(t) auf die Ebene
mit der Gleichung y =1 projiziert?

12. Divergente Parabeln als Parallelprojektionen

Auch die divergenten Parabeln aus Kapitel 1 lassen sich unter einem einheitlichen
Gesichtspunkt sehen.

t
Dazu gehen wir von der Raumkurve mit dem allgemeinen Punkt t? | aus.
3
z
/:\
i 4
i 3
ot e D X
o

Projiziert man die Raumkurve parallel auf die Koordinatenebenen, erhélt man un-
ter anderen eine divergente Parabel mit einer Spitze.

Andere Parallelprojektionen liefern die beiden anderen Typen divergenter Para-
beln.
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Das rechnet man leicht nach: Die
1

Projektionsrichtung sei 0
-W

(bei den Bildern ist oben w=-1

und unten w=1), und die Pro-

jektionsebene sei etwa durch
1

X-| 0 |=0 beschrieben. Dann

—-W

t

wird jeder Punkt t2 | der
t3

Raumkurve auf den Punkt
. w? . t+w-t3
Q= 7 w2 t2 412
WEHL L et

projiziert. Fuhrt man auf der Pro-
jektionsebene das lokale ortho-
gonale Koordinatensystem mit

0
den Basisvektoren U =|1
0
w 3
und V=| 0 | ein, sogilt Q= t2.U +tj;—w't-v . Q beschreibt also eine diver-
1 we+1

gente Parabel.

13. Alternative Erzeugungen fur die Klausur

Divergente Parabeln (Loria Il, 338): P durchlaufe die Normalparabel, und Q sei
ein fester Punkt der y-Achse. Die Parallele der Kurvennormalen zu P durch Q
schneidet die Parallele zur x-Achse durch P in C.
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Parabolische Hyperbeln (Loria 11, 338): P durchlaufe die Normalparabel, und Q
sei ein fester Punkt der y-Achse. Die Parallele der Kurventangenten zu P durch Q
schneidet die Parallele zur x-Achse durch P in C.

Kubische Hyperbeln (Loria Il,
335):

Der Punkt P durchlaufe die Pa-
rabel, und Q sei ein fester
Punkt der y-Achse. Die Paralle-
le zur Kurventangente zu P

e

durch Q schneidet die x-Achse C
in L. Dann sei C so wie in der
Skizze.

L
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