Von Fibonacci zu Heron!

Der Zusammenhang zwischen Folgen mit dem Bildungsgesetz g,,,» =A-g,,1 +B-g, und iterativen Lésungen
von quadratischen Gleichungen der Form x% = A-x+B wird untersucht. AnschlieBend wird diese Strategie mit
dem Heron-Verfahren in Beziehung gesetzt. Hieraus wird eine Beschleunigung des Heron-Verfahrens abgeleitet.

Verallgemeinert man die Fibonacci-Folge, wird man auf Folgen mit dem Bildungsgesetz
On+2 =A-0n41 +B-0,, gefiihrt. Es stellt sich heraus, dass (unter recht allgemeinen Voraussetzungen) die

Quotienten LLEE fur n — oo (wie bei Fibonacci) gegen die betragsgroRte und fiir n — —o gegen die
On

betragskleinste Lésung von x> =A-x+B konvergieren. Hiermit lassen sich die gangigen Iterationsverfahren

) erklaren.

. - B
zur Losung von x? = A-x+B (namlich Xpa =A+— und Xpq =

Xn Xp —A

Ebenso aber wird auch ein Licht auf die Verfahren von Theon und Heron zur iterativen Lésung von x> =B
geworfen. Der Grund fiir die schnelle Konvergenz des Heron-Verfahrens wird deutlich.

mit dem

Da die iterative Losung von quadratischen Gleichungen lber X4 = A+— bzw. X, =
Xn n—
Bangch’schen Fixpunktsatz zu tun hat, der Heron-Algorithmus aber mit dem Newton-Verfahren, so lielRe sich
die Uberschrift dieser Arbeit auch als ,,Von Banach zu Newton* formulieren. Ein Ziel der Arbeit ist die
Aufdeckung dieses Zusammenhangs; durchblickt man ihn, so ergibt sich eine ,,Verbesserung von Newton®.

0. Ausgangspunkt
Die durch fy =f;, =1, f,,», =f,,1 + 1, definierte Fibonacci-Folge hat die Eigenschaft, dass die Quotienten

N+l mit wachsendem n gegen eine Losung der quadratischen Gleichung X% =x+1 konvergieren:
n

1:n +1

n fn —?;—

0 1 1,000000000
1 1 2,000000000
2 2 1,500000000
3 3 1,666666667
4 5 1,600000000
5 8 1,625000000
6 13 1,615384615
7 21 1,619047619
8 34 1,617647059
9 55 1,618181818
10 89 1,617977528
11 144 1,618055556
12 233 1,618025751
13 377 1,618037135
14 610 1,618032787
15 987 1,618034448
16 1597 1,618033813
17 2584 1,618034056
18 4181 1,618033963
19 6765

Es stellen sich hier folgende Fragen:
e  Warum liegt Konvergenz vor?
e Was éndert sich, wenn die Anfangswerte fq und f; anders gewéhlt werden?

1 Erschien in: Didaktik der Mathematik 4, 1993 (279 — 291). Die Fassung hier ist leicht gekiirzt.



e Was andert sich, wenn die Rekursionsvorschrift anders gewahlt wird, wenn also statt der Fibonacci-
Folge (f,,) diedurch g,,» =A-g,,1 +B-g, definierte Folge (g,,) betrachtet wird? Konvergieren

auch hier die Quotienten Ins1 it wachsendem n gegen eine Ldsung der quadratischen Gleichung
On
x? =A-x+B, und wenn ja, gegen welche der beiden Ldsungen?

e  Wie erhdlt man diejenige Folge, deren Quotienten gegen die andere Ldsung von x> =A-x+B
konvergieren?

e Welcher Zusammenhang besteht zu bekannten iterativen Losungsstrategien bei quadratischen
Gleichungen?

e Kann man die zu entwickelnden Verfahren benutzen, um Wurzeln iterativ zu bestimmen, und wie
hangen diese Iterationen mit bekannten Algorithmen (z. B. Heron) zusammen?

1. Linear rekurrente Folgen und Binetform
Eine durch g,,.» =A-gn1+B-g, mit B=0 mitirgendwelchen Anfangswerten g, und g; definierte Folge

heift linear rekurrent vom Grad 2. Weder die Anfangswerte gy und g, noch die Koeffizienten A und B mussen
dabei ganzzahlig sein.

Kurzschreibweise: (g, ) € LR, (A; B) oder, da die Folge durch gq und g; eindeutig bestimmt ist,
(90; 91)eLRy(A; B).

Teilt man die Rekursionsgleichung durch g, , so folgt 9n+2 _ A~M+ B.
On On

Falls also In+1 fiir wachsende n tiberhaupt konvergiert, so gilt, wenn der Grenzwert x heift, x2 =A-x+B.
An

Fir das Weitere setzen wir voraus, dass
g, nie verschwindet und dass

A2 14.B>0 ist.

Ob In+1 fur wachsende n Uberhaupt konvergiert, lasst sich auf verschiedene Weise untersuchen; eine der
9n
Mdglichkeiten besteht in folgender Verfahrensweise?:

Die quadratische Gleichung x? =A-x+B habe die Losungen A und A. Ist v, =s-A" +t-A" mit
irgendwelchen Konstanten s und t, so gilt v,,» =A-V,,1 +B-Vv,, wie man unter Benutzung des Vieta’schen
Wourzelsatzes leicht nachrechnet. Das bedeutet aber: Wahlt man die Konstanten s und t so, dass vy =gy und
vy =0, gilt, dannist v,, =g,, fir alle n richtig.

Das zur Konstantenwahl gehdrige lineare Gleichungssystem lautet

S+t:g0
S-A+t-A=0
und hat als Losungen s=2% "0 g (A% "G
A—A L—A

Man sieht also, dass man die Konstanten nicht in der angegebenen Weise wahlen kann, wenn beide Lésungen
der quadratischen Gleichung zusammenfallen. }
Aus diesem Grunde machen wir fur den weiteren Fortgang der Uberlegungen die VVoraussetzung, dass

A +4.B>0 ist.
Zusammenfassend folgt somit

2 Diese Verfahrensweise mag hier als Trick erscheinen. Das wird aber in Kauf genommen, um den Gang der Handlung
zunéchst nicht zu stéren. Wie man auf den Trick kommt, ist an dieser Stelle nicht leicht einzusehen; vgl. den Exkurs im
folgenden Abschnitt.



Satz 1: Fir eine durch g, =A-0h4q +B-g, mit A2+4.B>0 und B0 definierte linear rekurrente Folge

gilt:
Die quadratische Gleichung x? = A-X+B habe die Ldésungen A und A, und es seien
s M% -9 g fo_NY-0

A=A A=A

Dannist g, =s-A" +t-A" firallen.
Die Darstellung g, =s-A" +t-A" heit Binetform.

2. Exkurs: Wie man auf die Binetform kommt?
LR, (A; B) als Menge der linear rekurrenten Folgen (g, ) mit der Rekursionsvorschrift

On42 =A-0,41 +B-g,, bildet einen Vektorraum.

Eine mogliche Basis dieses Vektorraums ist durch (1; 0) und (0; 1) gegeben: (go; 91)=0do (L 0)+9;-(0; 1),
d.h. ausfuhrlicher: (go; 915 92; -)=00-(L 0; B; ..)+0:-(0; L A; ..).

Eine geometrische Folge (q”) ist Element dieses Vektorraums, falls q"*? = A-g™** +B-q" ist. falls also
q=A oder g=2 ist. Wie man im letzten Abschnitt gesehen hat, bilden (1, A) und (1, 1) fir den Fall, dass
A =\ ist, auch eine Basis: (gg; 91)=5-(L A)+t-(L A); d.h. ausfiihrlicher:

(90; 91; 92; 9s; ...)=s~(1; A; A% A% ...)+t-(l; A A2 a3 )

(Hier bat man auf der Schule ein nichtgeometrisches Beispiel fiir einen Vektorraum, und da man den Begriff der
Basis braucht, treibt man etwas mehr als ,,Strukturerkennungsdienst®.)

Eine andere Mdglichkeit, auf die Binetform zu kommen, besteht in der Betrachtung der zu
On+2 =A-0,41 +B-g,, gehdrenden erzeugenden Potenzreihe

o0 + _A' 'X o0 o0
Zgn.x”:go (9 90)2 s ¢t =s- > xT AT+t D xTAn,
o 1-A-x-B-x I-x-A 1-Xx-A n=0 n=0

Einen weiteren, Computer-unterstiitzten experimentellen Weg beschreibt Herget [3, S.13-15].

3. Konvergenz
Die Binetform ist ein geeignetes Mittel, um Konvergenzfragen anzugehen. Es ist namlich

Onua S~An+1+t-kn+1
On s-A"+tA"
%

91 _ A oder Lo soist 904 — 9L giir ante .
Jdo Jo On Yo

Es sei nun |A| >|2|. Dann folgt:

Man sieht sofort: Ist

Ist Lo a (dh s=0) soist lim 0L
do n—wo gp

st LA (dh t=0) soist lim Jn+L_j
go n——ow gn
(Mit der letzten Aussage ist auch die Frage im Abschnitt 0, wie man zur ,,anderen Losung* kommt, beantwortet.)

Die Konvergenz ist unabhéngig von s und t, d. h. unabhéngig von den Anfangswerten gy und gy !

Sind beide Ldsungen betragsgleich (das ist der Fall bei A =0 ; gleiche L&sungen hatten wir schon zu Beginn
ausgeschlossen), wird i. a. keine Konvergenz vorliegen. Es wird also zusatzlich A =0 vorausgesetzt.
Zusammenfassend l&sst sich formulieren:

3 Der Kenner linearer Differenzengleichungen iiberschlage diesen Abschnitt.



Satz 2: Essei 0n,0 =A-0y41+B-0, mit A?+4.B>0 und A=0 und B=0.

Ferner sei A die betragsgroBte und A die betragskleinste L&sung von x? =A-x+B. Dann folgt:

|stg_1:A oder&:k,sogiltg”—”:g—lfUrallen.
Jo 90 9n 9o

st 3L 2 und ist g, #0 fir n>0,soist lim Oni1 _ o
Jo n—o g

st 3L A und ist g, =0 fir n<0,soist lim Oni1 _;
Jo n—-o g,

Falls Konvergenz vorliegt, so ist der Grenzwert von den Anfangswerten g, und g; unabhéngig.

Die Konvergenzaussagen lassen sich kurz so darstellen:
hee. ;92,90 9 . 0. 02, 8. .
93 92 91 Y9 9% 92
dabei liegt die Folge

5 8-37 925 9-1; Yos 915 92 935 -
zugrunde.
Bildet man nun den Limes fur n — —oo, so ist die Umbenennung

vy 0 =thy; g_1 =thy; g9 =:hg; 01 =:h_q; g5 =th_p; ...

sinnvoll. Fir die so definierte Folge (hn) kann man zwar unschdn, aber kurz sagen:
(hp) ist (g ) rickwarts.

Die Folge (hy,) ist natirlich auch linear rekurrent, und zwar mit dem Bildungsgesetz

A 1
hn+2 :_E'hn+1+§'hn

und mit der Konvergenz
. . . . 4 U2 A 1 S 1
Die zu (hn) gehorige quadratische Gleichung* X :—E~X+E hat dementsprechend die Ldsungen = und
1
e

Fur die Fibonacci-Folge beispielsweise ist die ,,Fibonacci-riickwérts-Folge* (en) gegeben durch

eg =€, =1 e, =—€,,1 +&y; die Quotienten ee” konvergieren gegen 1_£/§ :
n+l
n en n
€
0 1 1
1 1
2 0 0
3 1 -1
4 -1 -0,5
5 2 -0,66666667
6 -3 -0,6
7 5 -0,625
8 -8 -0,61538462
9 13 -0,61904762
10 21 -0,61764706
11 34 -0,61818182

4 Diese tauchte als Nennerpolynom in der erzeugenden Potenzreihe zu (gn) auf!



12 -55 -0,61797753
13 89 -0,61805556
14 -144 -0,61802575
15 233 -0,61803714
16 -377 -0,61803279
17 610

4. Zusammenhang mit anderen lterationsstrategien

Quadratische Gleichungen x? = A-x+B kann man sowohl durch quadratische Ergénzung als auch iterativ
I6sen. Die letztere Vorgehensweise ist numerisch von Vorteil. Es bieten sich die beiden Iterationen

B
xn+1:A+X— und xn+1:X Yy
n n

an. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Formeln und den Ergebnissen des vorletzten Abschnitts besteht
in den Umbenennungen

In+1 =X, bzw. hy =X,
On Pnst
Die Rekursionsgleichung g, =A-gn,1 +B-0, schreibt sich dann als x,,,; - X, =A-X, +B, also ist
Xnil = A+E .

n

. . B .
Ist umgekehrt (x,,) eine Folge mit x,,; = A+— s0 sei
Xn

9o:=1 91:=X0-Uo; -+ Ons1:=Xn-Gn (alSO Yy =Xg Xy X3 .- Xp ).
Dannist g,,0 =A-0p1+B-0p -

Analog schreibt sich die Rekursionsheziehung hy, ., = —%- hpa +%- h, als B=—-A-Xp1+ X, - Xn4q, also ist

- B
n+l Xn A
Ist umgekehrt (x,) eine Folge mit x4 = , S0 sei®
.-
h h 1
ho:=1L hy:=—2; .; hyy:=—" (also hpyy=—— —
Xo X X " XgXg ot Xp

Dannist h,,, = —%-hnﬂ +%- h,, . Somit hat man den
Satz3: Essei A2+4-B>0 und A0 und B0,
Die betragsgrofte Lésung A von x? = A-x+B lasst sich iterativ durch
Xny1 =U(Xp):= A2 ermitteln,
Xn

die betragskleinste Losung A von x? =A-x+B durch
B
Xp—A"
Die Funktionen u und v sind zueinander invers.
Dabei muss der Startwert xq im ersten Fall so gewahlt werden, dass

Xn+l = V(Xn )::

Xg#A und Xg=V "(0) furalle m>0 ist;
im zweiten Fall muss

Xg#A und Xg#=u M(A) firalle m>0 sein.
Im Fall der Konvergenz ist der Limes vom Startwert X, unabhéngig.
Ist hingegen Xy = A oder xg =4, so gilt x,, =X fir alle n.

®Ist xg =0, so beginne man die Rekursion bei x;. Wegen B0 ist fir n>0 stets x, #0.



5. Vorgehensweise bei betragsgleichen Losungen

Bei den Iterationsverfahren im ersten Abschnitt wurde vorausgesetzt, dass die Lésungen von x2=A-x+B
verschiedene Betrage haben.
Falls beide Lésungen gleich sind (d. h. wenn A% +4.B=0 ist), reduziert sich die quadratische Gleichung
2 2
x? = A-x+B auf die binomische Formel x2 — A-x +AT = (x —%) =0, die einfach nach x aufzuldsen ist.

Vom Standpunkt der Lésungsfindung ist also hier eine iterative Behandlung uninteressant.
Falls die Losungen zwar nicht gleich, aber betragsgleich sind, ist A =0 ; die quadratische Gleichung lautet also
x? = B. Hier ist man durchaus an Iterationsverfahren interessiert!

Nun lasst sich die Betragsgleichheit dadurch umgehen, dass man gar nicht versucht, ~/B zu berechnen, sondern
statt dessen diejenige quadratische Gleichung betrachtet, die als Lsungen etwa

J§+d und —J§+d

hat. Die zugehdrige quadratische Gleichung lautet x? =2.d-x+B—d?; eine zugehdrige linear rekurrente Folge
liegt entsprechend in LR, (2-d; B—d2) . Aus Satz 2 folgt nun

Satz 4: Ist (gn)eLRz(Z-d; B—d2) mit B>0 und B=d? undist g, 0 fir n>0 und L% B +d,
90

soist lim M:\/ﬁ

n—oo gn

5.1 Theon
Setzt man d =1, so gehort zur Berechnung von /2 die durch On42 =2:0n41 + 9, definierte linear rekurrente

Folge (gn), deren (modifizierte) Quotienten 9n1=0n gegen 2 konvergieren. Diese Folge war brigens
n

schon Theon von Smyrna bekannt [2; S. 92]! Bei Theon handelt es sich um zwei Differenzengleichungen
0y =6, +d, und d,g=d,+2-6,;

. . d 0,10 . .
er betrachtete die Quotienten e—” =17 70 die gegen /2 konvergieren.
n n

Wegen
On12 =Opyp=dnyy und By, -6, =dp
folgt durch Differenzbildung
On12=2:6p,3 +6, =dy g —dy =2:6p,
also ist
On2=2-0p1+6y
und somit (6,,) € LR, (2; 1), und die Konvergenzaussage folgt aus Satz 4.
Die Anfangswerte bei Theon sind tibrigens 6, =d; =1, also 8, =2 und 65 =0:

en+1
n 0, 0,
0 0
1 1 2
2 2 25
3 5 2,4
4 12 2,416666667
5 29 2,413793103
6 70 2,414285714
7 169 2,414201183
8 408 2,414215686
9 985 2,414213198
10 2378 2,414213625
11 5741 2,414213552




12 13860 2,414213564

13 33461 2,414213562

14 80782 2,414213562

15 195025 2,414213562

16 470832 2,414213562

17 1136689
5.2 Heron
Nach Satz 4 berechnet man /B mit Hilfe einer Folge (gn ) eLR, (2~d; B—dz), deren (modifizierte)
Quotienten M gegen JB konvergieren. Die Konvergenzgeschwindigkeit I&sst sich erheblich steigern,

n
. . gz"+1_d'g2" Zn - .
wenn man statt dessen die Quotienten —4=——<— ::N— , die ja auch gegen JB konvergieren, betrachtet.
gzn n

Nun ware dies nicht von praktischem Interesse, wenn sich nicht fiir N, und Z,, einfache
Rekursionsbeziehungen angeben lieBen. Um diese herzuleiten, ist wieder die Binetform fir (gn) ein geeignetes

Mittel: Es ist g,, =s-A" +t-A" mit A=d++/B und A =d—/B. Wahlt man die speziellen Startwerte

. k'go—gl A'go—gl —d An —7\,n
=0; gy =d,sogilt s= = und t=-— = ,also g, =d- .
o= G A=A 2.JB r-A 2B RPN
Mit der Abkiirzung Q:=A? und o:=22" schreibt sich dann der Nenner N, als N, :déli/g und der

Zahler Z,, wegen

A2 42 AZ 2?0 QA—e 2. 00

Z =g, . —d-g.. =d- —d?. —d- _d?.
n =0y ~00y 2.JB 2.JB 2.JB 2B
d d d
=— [ (A-d)+o-(d-21)]=——=| Q- VB+w0-VB |==-(Q+ 0
T [ (Ao @-n]- =] J=5(@+0)
2_ 2 2, 2
als Zn:d~Q+m;fernerist NrHl:d-Q;co und Zn+1=d-9$.

2

Man erkennt, dass eine mdgliche Rekursionsbeziehung die folgende ist:
No=d; Zg=d? d-Npy=2-N,-Z,; d-Z,, =Z2 +B-N2.

. Z 1 B
Schreibt man =" =:x,,, so folgt X,.; ==-| Xp +— |.
Nn n g n+l 2 [ n an

Bei (xn) handelt es sich also um die nach Heron benannte, aber schon den Babyloniern bekannte schnell gegen

B konvergierende Folge® mit dem Anfangswert xo =d.

Satz 5: Die Heron-Folge zu ~/B mit dem speziellen Startwert Xo entstehtaus (0; Xg)e LR, (2-x0; B—x%)

durch Konvergenzbeschleunigung.
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