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Uber einige n-Ecke

Worum geht es?

Dreiecke sind arithmetische Mittel zweier gleichseitiger Dreiecke, Parallelogramme sind
arithmetische Mittel zweier Quadrate, Fiinfecke sind arithmetische Mittel von regelmaRigen
Pentagonen und Pentagrammen. Dabei bezieht sich der Ausdruck ,,arithmetisches Mittel” auf die
entsprechenden Eckpunkte.

Begonnen wird mit Parallelogrammen als dem einfachsten Fall, dann folgen Dreiecke und Fiinfecke.
An Vorkenntnissen bendtigt man zunachst nur elementare Punkt-Geometrie; bei Fliinfecken wird es
sich als sinnvoll erweisen, mit komplexen Zahlen zu arbeiten.

Angeregt zu dieser kurzen Note wurde ich durch F. Bachmann / E. Schmidt: n-Ecke, 1970 Mannheim
usw.: Bl; allerdings benutze ich ich nicht die Begrifflichkeit dieses Buchs, sondern orientiere mich an
dessen Resultaten, die ich mit einfachen Beweisen versehe.

Notation, Teil 1

X
Es sei O der Ursprung und P :[

] ein Punkt.
y

Die schwerfallige Ausdrucksweise ,,Ein Dreieck mit Schwerpunkt O ist arithmetische Mittel zweier
gleichseitiger Dreiecke, die beide den Schwerpunkt O haben” wird ersetzt durch ,,Ein Dreieck ist
isobares Mittel zweier gleichseitiger Dreiecke”.

Parallelogramme sind isobare Mittel zweier (gegensinniger) Quadrate

Es sei i(P)z(

yj das Resultat der Drehung von P um O um 90° gegen den Uhrzeigersinn.
X

Ein beliebiges zu O symmetrisches Parallelogramm hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge
A, B, —A, —B und wird mit p(A, B) bezeichnet.

Ein beliebiges zu O symmetrisches Quadrat hat die Eckenfolge U, i(U), —U, —i(U) , wenn es gegen

den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Dann wird es mit ql(U) bezeichnet.

Wird das Quadrat mit dem Ohrzeigersinn durchlaufen, hat es die Eckenfolge U, —i(U), —U, i(U) und

wird mit g, (U) bezeichnet.

Dann gilt die Beziehung [p(A, B):M mit U=A—i(B) und

V=A+i(B). Es reicht, dies an den Eckpunkten A und B nachzurechnen:
_A-i(B)+A+i(B) B_i(A—i(B))—i(A+i(B))_i(A)+B—i(A)+B

’
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Dreiecke sind isobare Mittel zweier (gegensinniger) gleichseitiger Dreiecke
120° —sin120° I A N G - +y-+/3
Essei {(P)= C?S > |22 V3 Rl N V3 das Resultat der
sin120° c0s120° J\y) 2 (/3 1 )\y) 2 [—x-B+y
X

Drehung von P:[
y

j um O um 120° gegen den Uhrzeigersinn. Man beachte, dass
P+¢(P)+C*(P)=0 ist

Ein beliebiges Dreieck mit Schwerpunkt O hat die Eckenfolge A, B, —(A+B) gegen den Uhrzeigersinn
und wird mit d(A, B) bezeichnet.

Ein gleichseitiges Dreieck mit Schwerpunkt O hat die Eckenfolge U, C(U), Cz (U) , wenn es gegen den

Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Es wird mit t; (U) bezeichnet.

Wird es mit dem Uhrzeigersinn durchlaufen, hat es die Eckenfolge U, & (U), £(U) und wird mit
t, (U) bezeichnet.

t; (U)+t, (V)
2

Der Ansatz |d(A, B)= fihrt beziiglich der Eckpunkte auf A= v

Beim Losen dieses Gleichungssystems wird man auf

2-(¢(A)-B)=(2-¢(V)+V) gefiihrt. Wegen 2~Q(P)+P=(_y‘.\/§J:\/§-i(P)

erhalt man Vzi-i(B—C(A)) und U=2-A-V.

NG

Notation, Teil Il

Eine entsprechende Aussage wie in den letzten beiden Abschnitten ist auch fir die affinen Bilder
regelmaliger Flinfecke richtig. Deren Behandlung erweist sich jedoch als deutlich transparenter,

X

wenn man die Ebene als Ebene der komplexen Zahlen auffasst. Zu jedem Punkt P:( J gehort dann
y

die komplexe Zahl p=x+i-y, zur Abbildung P> i(P) gehort die Multiplikation p—i-p, und zur

Abbildung P {(P) gehért die Multiplikation p > {-p mit der dritten Einheitswurzel
2. —1+i-/3
C=exp(%j=c05120°+i-sin120°:T'\/__

Noch einmal das Dreieck
Ein beliebiges Dreieck d(a, b) mit Schwerpunkt O hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge

a, b, —(a+b) , und ein gleichseitiges Dreieck t; (u) mit O als Schwerpunkt hat gegen den
Uhrzeigersinn die Eckenfolge u, {-u, CZ u; b (u) hat mit dem Uhrzeigersinn die Eckenfolge

u, Qz-u,c-u.

d(a, b) _ Y (u);tZ (V)

Dann ist , was auf das Gleichungssystem




2-a=u+v; 2-b=C-u+C2-y; —2-(a+b)=(;2-u+§-v

flihrt. Wegen 1+Q+Q2 =0 ist die dritte Gleichung die negative Summe der ersten beiden

Gleichungen; letztere fihren auf v=p.5@7b_, Cazb Wegen 2-C+1=i-/3 hat man das
g2 2:C+1

frihere Resultat.

Affin-regulare Pentagone sind isobare Mittel zweier regularer (gegenlaufiger)

Pentagone

Ein beliebiges Flinfeck ist nicht isobares Mittel zweier regularer Flinfecke. Die Aussage ist jedoch
korrekt fiir affine Bilder regularer Fiinfecke. Bei diesen sind die Diagonalen parallel zu den
entsprechenden Seiten, und die Diagonalenldangen sind das g-fache der Langen der dazu parallelen

+4/5

Seiten, wobei g ZIT mit der Gleichung gz =g+1 der Goldene Schnitt ist. Mitunter wird auch

1 -1
k===g—-1= +\/§ mit der Gleichung als Goldener Schnitt bezeichnet.

g 2

Ein beliebiges affin-reguldares Pentagon f(a,b) mit Schwerpunkt O
hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge A, B, C, D, E mit ya
C=-A+k-B; D=—k-(A+B), E=k-A-B. Y S NN
Ein regulires Pentagon p; (u) mit Schwerpunkt O hat gegen den o | )

3 4

Uhrzeigersinn die Eckenfolge u, ®-u, w0’ ‘U, ® U, ® -U mit

w:exp(%j:cos72°+i-sin72°.

Das reguldre Fiinfeck in umgekehrter Eckenreihenfolge heiflt p, (u) .

Der Ansatz

f(a, b) :M fuhrt auf das Gleichungssystem

2

2-a=u+v; 2.b=m-u+w? -V; 2-(—a+k-b)=c02-u+033-v

—2-k-(a+b):oa3-u+oa2-v; 2-(k-a—b):0)4-u+o)-v

Fir alle affin-reguldren Fiinfecke mit O als Schwerpunkt gilt, dass C, D, E
Linearkombinationen mit den oben angegebenen Koeffizienten von A und
B sind. Man muss sich also nur um die beiden ersten Gleichungen

4
w-a—b b-—-o -a

kiimmern. Aus diesen folgt v=2- T u=2- 2 mit dem Nenner
0—o 0—©

o-o* =2-i-sin72°.




Die obigen Uberlegungen treffen nicht nur fiir Pentagone zu, sondern
auch fir Pentagramme.

Auch hier haben die beiden reguldren Pentagramme verschiedene
Umlaufsinne.

Ein beliebiges Pentagon ist isobares Mittel eines affin-regularen Pentagons
und eines affin-regularen Pentagramms

Ein beliebiges Pentagon mit Schwerpunkt O hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge
A,B,C,D, —(A+B+C+D).

Ein affin-reguldres Pentagon hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge
U, V, —U+k-V, —k-(U+V), k-U=V.

Ein affin-reguldres Pentagramm hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge
X, =X+k-Y, k-X=Y, ¥, —k-(X+Y).

Der Ansatz

2-A=U+X; 2-B=V-X+k-Y
2.-C=-U+k-V+k-X-Y; 2.D=-k-U-k-V+Y
liefert die Losung

u:z-w; sz‘(2—k)-A+(2-k+1)'B+(2—k).C
2-k+1 5.k
_p (k1) A+CHD | K-A+k-B+D
- 2-k+1 T 2k

Damit ist jedes Pentagon isobares Mittel eines affin-reguldaren Pentagons und eines affin-regularen
Pentagramms. Dahinter steckt nur ein simples lineares Gleichungssystem.

Zusammenfassend gilt:

Jedes Pentagon ist isobares Mittel zweier reguldrer (gegenldufiger) Pentagone und zweier regularer
(gegenlaufiger) Pentagramme.

Das lasst sich auch direkt einsehen:

Ein beliebiges Pentagon mit Schwerpunkt O hat gegen den Uhrzeigersinn die (komplexe) Eckenfolge
a,b,c,d —(a+b+c+d).

Ein reguldres Pentagon hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenfolge u, ®-u, o’ -u, o -u otu.

Ein reguldres Pentagon hat mit dem Uhrzeigersinn die Eckenfolge v, o v, ® v, 0V, oV.

Ein reguldares Pentagramm hat gegen den Uhrzeigersinn die Eckenreihenfolge

X, coz‘x, 034~x, o-X, o> x.




Ein reguldres Pentagramm hat mit dem Uhrzeigersinn die Eckenreihenfolge

y, @y, 0y, oy, oy,
Das lineare Gleichungssystem

4-a=u+v+x+y

4b=0-ut+o? v+’

3

‘x+co3~y
2 4
4.c=0"-U+®O V+O X+Oy

4-d:co3-u+oo2-v+co-x+0)4-y

hat eine eindeutige L6sung.



